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SEZIONE I. 

DEL CALCOLO DIFFERENZIALI 



CAPITOLO PRIMO 

Del metodo def limiti . 

VTli antichi Geometri , allorché dalle figure rettilinee vollero 
passare alla misura delle figure curvilinee, non trovarono mi- 
glior compenso di quello di determinare due figure rettilinee, 
tra le quali la figura curvilinea fosse in modo compresa » che 
una di quelle fosse maggiore di questa » e l'altra minore. Ciè 
invero non era che un metodo di approssimazione ; ma se pote- 
vano continuare con una data legge la serie delle figure rettili- 
nee maggiori o minori della curvilinea , le quali fossero a qne^ 
sta sempre più prossime , e se finalmente giungevano ad ottene- 
re una differenza tra le une e l'altra, che fosse minore di qua- 
lunque quantità data, ne concludevano chela corrispondente' 
figura rettilinea fosse alla curvilinea eguale. Ed allorché pota- 
vano ottenere la misura di tutta la serie delle figure rettilinee» 
« di quella finalmente, che differiva dalla curvilinea di una 
quantità minore di qualunque data, avevano insieme la misura 



4 ELEMENTI 

della figura carviliriea. Se nel circolo s'iscrive e si circoscrive 
un poligono di un certo numero di lati, Tarea del cerchio sarà 
compresa tra l'area del poligono iscritto, e quella del cìrcoscrit» 
to. Se il numero de' lati del poligono si accresce, la differenza 
dell'area del cerchio , e de' poligoni diventerà sempre minore ; e 
se si potesse nella serie di questi poligoni trovar la misura di 
quello, che si accosta al circolo in modo, che la differenza sia 
minore di qualunque data, si avrebbe la quadratura del cer- 
chio. Questa è la via, che ha tenuta il primo Archimede per mi- 
surare il cerchio; ma sfortunatamente né egli, né gli altri geo- 
metri , che son venuti dopo di lui , hanno potuto giungervi , ed 
hanno dovuto contentarsi di un'approssimazione più o meno 
grande. Con più felice successo valendosi Archimede di un di- 
scorso appoggiato ai medesimi principj giunse a misurare esat- 
tamente l'area della parabola. Questo metodo è quello che si 
chiama il metodo de* limiti: i principj, che qui brevemente ne 
esporremo, sono il fondamento del Calcolo differenziale t come 
tra poco vedremo . 

Si dice limite di una grandezza quella quantità , a cui nel 
crescere o diminuire la data grandezza va accostandosi in modo, 
che la differenza tra l'una e l'altra sia minore di qualunque da- 
ta, senza però divenirgli mai eguale. Cosi il circolo è il limite 
de' poligoni iscritti e circoscritti ad esso, perchè crescendo il nu- 
mero desiati questi poligoni vanno sempre più accostandosi al 
cerchio, ma non giungono mai ed eguagliarlo esattamente. Al- 
lorché noi diciamo , che i è la somma della serie 

— H — I— o H — ?H— 5 — nec. continuata all'infinito, ciò significa 

fi 4 O IO DA ' o 

che, quanti più termini prenderemo da questa serie , tanto più 
ci accosteremo all'unità, senza però mai giungervi; e perciò 
l'unità é il limite di quella serie continuata all'infiqito. Alcu- 
ne volte le quantità , che crescono o diminuiscono , non sono 
ristrette tra certi confini, ma vanno crescendo all'infinito, o di* 
minuiscono fino al zero, senza però mai diventare né infinite 
né zero, come sarebbero per esempio l'asintoto dell' iperbola, e 
r applicata all' asintoto • Quindi t idea , che propriamente ci 
possiamo fare del zero o dell'infinito, è quella di un limite, al 
quale vanno acccstandosi le quantità decrescenti o crescenti^ 
senza mai giungervi. 
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Se le due quantità Ay B son limiti della medesima qnan* 
tità Xy sarà AzzB\ poiché se tra ^ e JB vi fosse qualche diffe- 
renza , la quantità X non potrebbe accostarsi ad J^ o a jB più. 
da vicino di questa differenza y lo che è contro la nozfone de' li« 
miti . 

Per dame un esempio , nel cerchio (Fig. i) del raggio 
ACzza sia iscritto un poligono regolare di n lati, uno de* quali 
sia ABzzxy e condotta su di esso dal centro la perpendicolare 
CPy che incontri il cercfhio in iW , sia MP^y. L'area del trian- 

golo ACB è =r— (a*— j) » e 1* area intera del poligono iscritto sa- 



rà =1 — (a^-r-Ay)« Quanto più diminuisce j, cioè quanto più cre- 
sce il numero de' lati del poligono, tanto più quella quantità 
— (a* — ay) si accosta ad essere eguale &à a^py se s'indica per/? 

il rapporto della periferia al diametro; e perciò la seconda quan* 
tità è limite della prima. Ma l'area del cerchio è anch'essa limi- 
te di quella de' poligoni iscritti; dunque l'area del cerchio è 
=ra>/7y cioè è eguale ad un triangolo rettangolo, che abbia la 
periferia per base, e per altezza il raggio del circolo. 

Dalla definizione del limite segue ancora, che se due quan- 
tità X eà Y nel loro crescere o diminuire conservano sempre la 
medesima ragione di mirty questa sarà puire la ragione de' loro 

A X 

limiti A t B. Infatti -g sarà il limite della ragione -y , che è 

contantemente =— , e ciò non sarebbe più vero, se fosse asso- 
li * 

A Tfi 

gnabile la differenza tra -^ ed — , cioè tra la •quantità, ed il di 

lei limite. 

Sia descritto sul diametro ABizia (Fig. ^) il semicerchio 
AMBy e sull'asse AB l'ellisse ANBy di cui l'altro asse sia 
r-^^ - Sia iscritto nel cerchio un poligono, del quale un lato sia 
MUr , e dai punti M,eàST tirate le perpendicolari ilfP, M'P' 
sul diametro , che incontrano l'ellisse ne* punti iV ed JV^, sìa la 
retta NJS^ un lato di un corrispondeùte poligono iscrìtto nella 
ellisse. Ora perle proprietà del cerchio e dell'ellisse abbiamo 
ilfP:iVP=MT';A''F=u»:4; quindi sarà 
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MP^M^P'^pp,\ ^^P±EfLxPP=aib, cioè il trapezio MPPM' 



al trapezio NPP'N^ nel rapporto ài aiby e nel medesimo rap- 
porto saranno le somme de' respettì vi trapeaj nel cerchio e nella 
ellisse . Pertanto qualunque poligono iscritto nel cerchio sta al 
corrispondente poligono iscritto nell' ellisse , come il diametro 
del cerchio all' al tr' asse dell'ellisse; e siccome il cerchio e F el- 
lisse sono i limiti di questi poligoni» starà l'area del cerchio a 
quella dell'ellisse nel nledesimo rapporto de' due assi. 

C*A P I T O L O IL 

Delle differenze finite . 
ic8. 

dia y una funzione qualunque di j;, la quale diventi y\ se 
invece di a; vi sì pone or-f-a , la quantità y— y à ciò, che si chia- 
ma differenza finita di y . Questa differenza si suoL denotare col 
segno A posto avaiiti alla variabile y^ in modo che Aj è z=j'— ^: 
così pure ùkxna rappresenta la quantità, di cui si accresce la 
variabile -i;. Se ùlx è una quantità costante, le differenze, che 
ne nascmo , si dicono costanti ; ma se Ao? è una funzione di ^ > 
le differenze si chiamano variabili . Si osservi per riguardo alla 

caratteristica A , che Ax significa la potenza n. di Lx, per* 
che per denotare la differenza di x hanno convenuto i Geome- 
tri di scrivere così , A.a? . 

Per trovare adunque la differenza finita di qualunque fun- 
zione si ponga in essa j:-f-Aa? in luogo di Xy dalla quantità che 
ne resulta si sottragga la funzione proposta, ed il residuo sarà 

la differenza cercata. Sia per esempio yzzx y e ponendo :r-4-Aa? 
in luogo di X avremo 

yz=.{x^IXxy'z:ix''^^^^^^t^^'^^^^ e quindi 



Ayrry'— y=a:c * Aarn — -x Aar^-t-ec. 

Sia y=:a-4-ia7-*-cx*, sarà yzso-t-ix-i-iAar-f-cjr^-f-acxAr-HcAa;», 
e Aj'z=(èH-2ca;)Aar-M?Aj7« . 
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Siay=: , sarà y=: t—, e %-=: w r— :, e 

svolta questa trazione in sene Ay=r j- — ; rr"*"?"":^ — TT""^^' 

^ -^ |fl-i-a:)a (a-+-x)» (a-4-x)* 

Se jctj/j:, avremo y=3|/(a?-t.A^), onde Ay=j/(a;^Ajr)— p/ar, 

e svolgendo in serie il radicale p/(a7-4-Aj;) , 

^ Aar Ajt* A.t*. 

Ay=: — -I- — ec. 

a\/x 8x1/ X ì6x^\/x 

Se y:=log.a? (parlando di logaritmi intendo sempre 1 loga- 
ritmi iperbolici) , sarà y=:log.(a:H-Ax), e Aj=log.(a:-4-Aa7)— log.a; 

- / Ax\ Ax Ax^ Àx^ Ax^ 

S\ X f^^ X Ar^' *6x' zfar* 

X y ,j , /V '*¥* fw* ÙLX 

Sia;y:=A ; avremo y=:a , e A;yr=a (a — 1)> cioè 

' X K -i ^ Ax^ìoz.a a Ar*loff.a 
Ay=ut Aarlog.an 2 1 ^2 j.ec. 



Se y=:«en.a7, sarà y=:sen.(a?-f-Aa?), e Ajr=:8en.(a:-hAj;)— sen.a? 
r3en.^Xcos.Aa;-f-cos.^Xsen.Ax— sen.d? . Ma 

A A Aa;' Aa:* a Ax^ Ar* 

8en.Aa;:=A:r— — 5-h — ------ ec. , cos.A:r=:i 1 j-r— ec; 

1&.3 a.3.4.5 2k a.0.4 

j A A A^a Ar» Ar* 

dunque ^sen.arzAarcos.a; sen.x- ;jCOS.ar-f- — 5— r-sen.x-f-ec. 

^ a a . 3 a.3.4 

In simil guisa si troverà 

A A Ar* Ax* At* 

Acos.ar=:— Aicsen.a;— cos.ic-*- -sen.a?H s — cos.a?— ec. 

a a . 5 a.c5.4 

Il metodo è Tistesso pei le funzioni di più variabili. Sia 

infatti z funzione delle variabili x^ y^ ec; ponendo in essa 
x-^Axf y-4-Ay, ec. in luogo di .a:, y, ec. avremo un'altra fun- 
zione is\ e 2'— 2 sarà la differenza cercata di z. Così, se per 
esempio zzra-^by^^^x-^éxy y avremo 
g':=a-fij'4-AAyH-ca?-4-cAa7H-^a7y-t-ea?Aj-4-eyA:c-4-eAa?Ay, e 
AzzziAy^cAx^^-^xAy-JheyAx'^^AxAy . 

Siccome la funzione z accresciuta della sua differenza di- 
venta z\ così ponghiamo ohe aggiunta a js' la propria differenza 
ne nasca un'altra funzione z\ e da questa nella medesima ma- • 
niera una terza 2'", e così in seguito. Avremo adunque 
«"— z—Az', 2"'— z"=zAz", ec. : ora se cerchiamo la differenza 
della quantità Az , è chiaro che essa sarà 
A(»'^a)=A«'— A»=z"— aa'-t-« . La differenza della quantità Az si 
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chiama differenza seconda della yarìabile s , e si suol denotare 
col segno A^z; onde sarà ò^^zzzàz' — Az, e cosi pure 
A^z'rzA^?"— Az' , A^z'zzÀ z"'— A«" , ec. Similmente 
Aaz'^A^2Z=A^(z' — z):=:AaAz; e questa seconda differenza della 
prima differenza Az si chiama differenza terza della variabile z, 
e s'indica col sesno A*z. Nella medesima guisa si troveranno 
le differenze degli ordini superiori , che s'indicheranno successi- 
vamente con i segni A^z, A«z , ec. 

Sja z una funzione di x, y , ec, e si abbia la sua differen- 
za finita; questa conterrà le variabili Xy y^ ec.y e le loro diffe- 
renze A:r, Ajy ec. Ora per aver la differenza seconda di z pon» 
ghiamo nella prima x-^Ax in luogo di Xy y-^Ay in luogq di y^ 
ec, Ajr-t-Aa^ in luogo di Ax, Ay.-4-A*y in luogo di Aj, ec; 
avremo un'altra quantità, dalla quale sottratta la prima, il re- 
siduo sarà la differenza seconda cercata: e l'istesso metodo si 
userà per ottenere le differenze superiori . Sia per esempio 
z=aar^-4-i; avremo in primo luogo AzzzxaxAx'-^^Ax^ : adesso 
sostituendo or-f-Aa: ad or, e A^-i-A^j? a àx otterremo 

Az'r=2axAx-i-3aAa:aH.2axA9jr-4-4AAa:Aaj7-4-aA*j7' : e quindi 

Aaz=Az— Azz=aóAa:*-t-aaa:A«j:-i-4/iArA*j:-»-aAaj7* . 

Le differenze di qaalunque ordine della quantità z si pos- 
sono tutte esprimere per mezzo delle funzioni «, 2', z", ec In- 
fatti 



.z. 



A»z=Az— Azrirz"— az 
A»a=:Aaz'— Aaz=z'"-.3zV3z'— z, 
ed in generale 
An in) _(n^i) . n(w— i) ^(n^2) n(n— i)(n— a) ^(n— 3) 

a a. 3 

ove il segno h- ha luogo se n è pari , ed il segno — se n è dispa- 
ri. Viceversa le funzioni z' , 7Ì\ ii^\ ec. si possono esprimere per 
le differenze di z . Poiché 

z'=e-t-Az 

z "rzz'-4-Az'::rz-4-a Az-f-A • z 
*"'=z"-t.Az"=iz^3AzH-3Aaz^.A » z, 
e generalmente 

2^ ^=ZH-nAzH — lAaz-H-^ % tA»Z..,. ^JhA z . 

a a .3 



\ 
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l!)ata una funzione z facilmente potrà sempre trovarsi la Hi 
lei differenza; ma oltremodo difficile è il problema inverso, in 
cui data la differenza si cerca la funzione z. La quantità z lu 
questo caso si chiama somma o integrale finito , e si denota col 
segno 2 posto avanti la quantità, in modo che se j=:Az, vice- 
versa è z=:Sy. Qui però deve osservarsi, che tanto la funzione 
z, quanto la medesima funzione accresciuta di una quantità co- 
stante ci dà la medesima differenza: dunque acciò la somma 
della quantità y sia completa, conviene aggiungervi una quan- 
tità costante, che può essere svanita nel prendere la differenza. 
Non si possono dar regole generali per trovar la somma di una 
data quantità, e per riescirvi in qualche modo conviene osser- 
var la maniera, con cui si formano le differenze delle diverse 
funzioni. Quindi non ci è permesso che di dare alcuni esempj, 
ne' quali se per brevità tralasciamo la costante, questa s'inten- 
da dovervi essere sempre aggiunta. 

E chiaro in generale, che qualunque sia la funzione z, la 
somma di aA«, ove a è costante, è zzaz. 

Abbiamo veduto che ^.x^^znx^"^^ i^x-^ — ^' x^'^^Ax^-^^c. 

dunque sarà ^Linx Axm — '-x Ax^-^ec, \z=x . Quin- 
di se yi=(A-f-2CJ7*4-3ea?")Aj?-4-(c-i-3cA')A^^-i-«?A^' , avremo 

SyrstóAjr-HcS(2a:Aa;-HAapa)-4-«S(3a?»A.r-*-3arAj7aH-Aa:*) 

Siccome A =r— . r-. —7, sarà viceversa 

- A.r T 

(flH-:r)(a-4-x-t-A:r')'^ fl-Hr * 

Così essendo Alog.arzrlog.f ih j , saràS log.f i-i — ^ Wlog.^, 

e similmente, poiché Aa^=a^ (a ^— i), sarà 2a^(a — j)=^«^. 

Queste integrazioni hanno luogo qualunque sia là differen- 
za di Xj o costante o variabile: passiamo adesso a considerare il 
caso più comune, cioè quello in cui la differenza si suppone co- 
stante, ed eguale ad ». Sarà dunque in questa ipotesi Sa— ^^ e 

Tom. II. a 
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21=.— ; avremo ancora 2l(aaa?-i-a*)=ir», cioè aa]Sa:-H»*2i=a7» ^ 

e Sj7= — — — . Così pure 2(3a4?"-i-3a*a7-*-a»)=a?» , cioè 

3aS.a:a-i-3a*Sa7-t-a»Sirr:xS e quindi S.ar»:^^-— — h— 7-. Nel- 

la stessa maniera sarà S.ar'rr- S.a:*— ^»Sx— -r-Si , ove se 

4» - a 4 

invece di D.^r* , S^r, 2i si sostituiscono i valori ritrovati, ne rie- 
scirà S.a?»ir — — — -*— Y" • Ponghiamo in generale 



S.or 'ZzAx -+-oa? h-Cj; -^JJx -4-ec. , 
ed avremo prendendo la differenza 

a? =:^(/j-*-i)aa? -f--4 '-^^x -^A ^-s ^«•a? -+.ec. 



a d.3 

1— i) . TI— a 

ec. 



^««;p'»-*^ ,B!!liì=i)«.x«-» 



A 



H- C(7i— i)«a? -+.ec. 

Quindi sarà A:zi. r-» « kH altri coefficienti si determi- 

^ (/z-t-i)a ^ 

nerannOy come segue: ^ 

A a 

a. 3 .4 a. 3 a 

ec. 

Onde se la differenza proposta sarà una funzione razionale in- 
tera di a:, la somma per mezzo di queste formule potrà sempre 
ottenersi.. Si dfbba per esempio trovar la somma della quantità 

ax^-^x^-^cx-^e: sarà J:.aa:»=:— h- — - — , 

4» a 4 

„ , ^.r» hx^ bax « r:r« <?x ^ ^r , 

S.ij;a=:-r 1 — 7-, ^.cjTzi ,2«z= — , onde 

V rt 3tfa— a^ . aa^— a^a-4-3C ^ ^a«— 3c*-4-6tf 

Se la funzione proposta sarà il prodotto di più fattori, i 
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quali siaijo In progressione aritmetica, e vadano crescendo del- 
la differenza finita del primo termine, la somma potrà trovarsi 
in un modo più spedito. Sia infatti 
')C=(i?ia;-»-a)(TOXH-a-w?}a)(OT^-4-fl^-Hawa) .... (mx^-^nma) ; sarà 

Ay=:(war-Mi-<-/na)(/na7-+^tf-f-ama) .... (/na;-4-aH-/»-f-i.wa) 

— (OTXH-a)(/nar-MH-ma) .... (mx-^a-Hnmà) , cioè 

A3e=(/»xH-flH-ma) .... (mx-Ha-*-ii/7ia)(/wx-wi-*-n-i-i.OTa--/»:p--fl) 
zz{n^i)ma{mx"f'^i^ma) .... {mx-Hi^nma) . Dunque 
^7nX'■■¥'a-^ma){mX'*^-^^ìHa) .... {mx-k-a^nma) 
— {mx'^a)(mx^^^ma) ... . (m x^^-^hma) ^ ^j^^ ^^^ j^ somma 

(/i-f-i ]ina 
eguale alla differenza accresciuta del fattore , che precede il pri- 
mo della differenza, e divisa pel numero dei termini della som- 
ma moltiplicato per m(». Cosi sarà 

In si mil guisa si troveranno le somme delle frazioni, che 
hanno il denominatore in progressione aritmetica, come sopra. 

Sia r= — • ' : f > »arà 

Ajzr 



{mx^'a^ma)(mx^a'¥'^ma) .. * . (f7Mf-Ha-+-«-+-i -ma) 



X 



imx'-^a){mx'^a^ma) .... (mar-i-a-i-nma) 

f X ( -■ —) 

lmj:-t-à-t-ma)....{mx-t-a-t-nma) \mx-t-a-*-n-t-.i'ma mx-t-af 

dHUrÈUft . ■ . Quindi 

(77M:-*-a)(/nj:-i-a-#-/na) .... (mjr-*-a-+-n-i-i .ma) 



1 

(/?Mf-l-a)j/iw-Ha-t-/»a) .... (TOX-4-a-i-/i-i-x.»ia) 

^3^..; , ; • ■ , cioè sarà 

(n'^i)ma {wwr-Ha)(/7Mf-Mi-+-ma) [mx-^rO^^nma) 

la somma eguale a meno la differenza diminuita nel denomina- 
tore dell'ultimo fattore, e divisa pel suo numero di fattori mol- 
tiplicato per ma. Cosi per esempio 

a ' a I 

x(j7-*-a)(ar-i-aa)(x-i-3a) 3a * x(jf-4-a)(af-Hia) * 

Nella medesima ipotesi della differenza finita costante pò- 
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tra sempre ottenersi la somma della quantità a .X , ove sia X 
una funzione intera di x, cioè della forma i-*-car-i-ex''H-ec. Si 

ponga infatti questa somma zia (-4-4-Bx-*-Ca7«-Hec.), e presa la 
differenza si avrà 

a'*^^(^H-B(jr^a)H-C(.r^-a)»^c.)-a'^(^-i-J5x^C:r«H-ec.), 
cioè 

a {A(a -i)-HJ?(a -i)a>i-C(a -i)ar^-wc,)=::a (6-M:a7-Hear>-+-cc.) 

\^Baa -+-aCaa a;-4-ec ) 

(-•-Ca^.a -4-ec* ) 

(-*-ec. ) 

e dal paragone de' termini si ricaveranno i valori di ^, J5, ^^^pc. 

Si debba per esempio sommare la quantità a (i-4-c^) ; avremo 

A{a ^i)'^Bof'.a =ft, B{a — i)=:c, e quindi B=r , 

a —I 

^=i • , e perciò 2a (ÌH-ca7)=a I-i '- h 1. 

(a — i)a ^ (a — 1)« « — i' 

HO. ° 

Passiamo adesso a veder Taso della dottrina esposta nella 
teoria delle serie. Sia y una funzione di x; se in essa in luogo 
di X si pone successivamente i, a, 3» 4' ^^«9 ^^ modo che ne 
nascano le quantità 

1234^^ ^y 

a a' a" a"' a'"" a"" y, 

queste quantità si dice che formano una serie, della quale il 
termine generale è y . I numeri i , a , 3 , ec. posti sopra i termi- 
ni si chiamano indici dei medesimi , ed esprimono qual valoie 
abbia avuto la x , perchè la y si mutasse nel termine sottoposto. 
Due questioni si sogliono principalmente proporre riguardo alle 
serie: la prima è di trovare il termine generale quando è inco- 
gnito, la seconda, dato il termine generale, di trovar la somma 
de' termini della serie. 
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Sìa data la seìie 

a,a',a",a•".o'^a•' y 

b, b', b", b"\ i'" .... 

e, c\ e", e'" 

d, d!, d" ..... 
e e' 

/ .. . 

ec. 
^ sotto di essa 8Ì pongano le differenze dell'uno all'altro de' suoi 
termini, cioè i, b\ V\ ec. , e sotto ancora le differenze e, e', ec. 
de' termini di questa seconda serie é, é' , V\ ec,, e così in segui- 
to: avremo 

«' =a-*-i, i'z=i-«-c, c^zzc-^ ^ rf':=rf-+-e, ec. 

a"=:a'-i-i'=::a-H2Ì-*-c, V*zdb'^%c^Hl y c"=:xH-2^/-*-e , ec. 

a"'=:a"^"=a^3i-H3c-+-rf, i"'=^^3t;-4-3rf-H€, ec. 

a'»'=:a"'H-i"'=o-H4i^6cH-4rf^f^, ec. 

ec. 
Quindi si vede chiaramente che sarà 

onde se la serie sarà tale, che alcune delle sue differenze, per 
esempio/, /* , ec. siano :=o, nel quàl caso le differenze prece- 
t]enti e,é;',ec. saranno costanti, si potrà sempre con questo 
mezzo ottenere il termine generale della serie proposta . Sia da- 
ta per esempio la «erie 

1, 3, 7, i3, ai, 3i, 43, éc, 
«della quale si cerchi il termine generale. Le serie delle differen- 
te saranno 

2, 4j 6, 8, !o, A%s ec. 

2^ ^% ^y CC« 

0,0, ec. 
Avremo dunque a=i , izza , c=za, (hzo ; onde 
^1=1-1-2(07 — i)-h(j7— i)(j>— a)=i — X'^x^ . 

Delle medesime serie , le quali conducono a differenze co- 
stanti, si può facilmente ottener la somma, che noi chiamere- 
mo S » Infatti è chiaro essere 

a«i-a'-i-a"rr3fl-f-8A-4-c 
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Onde in generale a-4-a'-+-a"-4-a'" -i-yr:5 

'Im — ^ ~ CH- ec. Prendiamo per esempio 



2 a. 3 

quella serie, dì mi abbiamo sopra trovato il termine generale, 
ov* era onri , fcza , czzn , dnzo , ed avremo 

5=x-»-»a:(x— i)-i— 2 g^ ^= — ^ — . 

Ma per avere Un resultato più generale si osservi , che es- 
sendo «S:=:aH-a'-«-a" . . . . h-j, sarà 5— j la somma della medesi- 
ma serie diminuita del suo ultimo termine y. Dunque allorché 
X diventa a— i , S si cangia in 5— j, ed in conseguenza j è la 
differenza finita di 5— y, essendo i ladiff*erenza finita di x, cioè 
A(5— ^)=ij, e quindi 5=2y-+.j-i-C. La somma Sy si deve pren- 
dere niella ipotesi di Axzzi » e la costante C si deve determinare 
in modo, che ne risulti à^= al primo termine della serie , quan- 
do x^i, o pure SzzOy quando j:=o. Per darne un esempio, 

prendiamo a sommare la serie 3a, Sa^ ^ ^a* , (i-+-aT)a^. 

Sarà dunque 



^"4-1 / air a— 3 



zza l .-4-; j— 1.^(7, Facendo xsx> avremo 

7- — r--+-C=io, cioè C=:— r-i ~, e quindi 

(a— .i)ia • |«— 0* 



(o-i)' 



o=a . i-|o —^1 

a — I V / 

Si debba per un altro esempio sommar la serie, che ha per 

termine generale-; ,/'^' , ^ :, cioè la Serie i, 

' i.a T.a.3 *i 1 . 

;rrT » / ^ ,u ^ \ > ": n w rr» ^^' Abbiamo trovato di 

sopra, che posta a=i, è 

y i.a.3 , . . . n _^ i.a.3 .... (/i— a)« 

jr(x-i-i)(x-*-a) .... (a>H'z— i) """" a?(j:-h.i)(af^4-a) .... (j:-t-/i— ^) ' 

unque 5= . —1 1 — . h — j — 1 1 — - ^C 

_ i.a3 ...(n--a)y» / wi \ ^ 
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^ ; : i-; — " ■. Facendo arzzo abbiamo 

5=or=C— , cioè Cr: -^ — ; onde finalmente 

w— 1 n— i 

r. w. i.a.3 .... (/i«— a);i « . • /* «^ 

0= -— ; i-- -. Se SI sappone a? infinita, 

n — I (ar-t- i)(ar-*i^) .... (x-«-/z— i) '^^ 

svanirà il secondo termine del valore di 5, ed il primo esprìme- 
rà la somma della serie continuata all' infinito . 

CAPITOLO III. 

Del Calcolo Differenziale in generale j e della differenziazione 

delle funzioni di una sola variabile . 

III. 

•TjLbbiamo veduto che la differenza finita di qualunque funzio- 
ne y della variabile x ba sempre questa forma 

Ay=^Aa?-i--BAa?a-4-CAjf •-!- ec. , 
ove A*By Cy ec sono funzioni dì x, lo quali abbiamo sopra 
insegnato a trovare: quindi sarà 

^=^-h-BA^H^Ax»^ ce. 
ùx 

Ora è chiaro , che diminuendo continuamente il valore di Ax-» 

Ar 
quello di ^ va sempre accostandosi ad j4y senza mai giunger- 
vi: dunque ^ è il limite al quale va sempre approssimandosi il 

Ar 
valore di ^. Se per denotar questo lìmite ci serviamo del se- 

gno -r- sostituendo la caratteristica d all'altra A, ed usando la 

medesima maniera di scrivere, avremo -j-^zA. La ricerca di 

ax • 

questo limite è l'oggetto del Calcolo Differenziale , i termini 
dx, dy della frazione -j- si chiamano differenziali y o differenze 

infinitamente piccole del prim' ordine, differenziare significa tro- 

dr " . ■ 

vare^ il valore della frazione ^, cioè quella quantità Jl tale, 

che ^=zA. 
dx 
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Quindi è evidente, che per differenziare una funzione qua- 
lunque y della variabile x ^ non si ha da fare altro che cercarne 
la differenza finita, nella quale trascurate tutte le potenze su- 
periori di Aar, quello che rimane ci darà il differenziale cercato, 
se alla caratteristica A sostituiremo l'altra d. Sarà pertanto fa- 
cilissimo il differenziare qualunque funzione, come lo mostrano 
i molti esempi seguenti. 

La differenza finita del logaritmo di x ha la forma (loS) 

., Ar Ara Ax* . ,. . •éflog.jr i . ^ 

Aloo;..r= r-*--3-T — ^^'\ quindi sarà -^ ■=— , cioè 

° X Ax^ ox^ ^ ax X 

d.log.xzz-^. Onde se y:izx , prendendo i logaritmi avremo 



ìaY Tìhdx 

log.yzzfTjlog.a: , e differenziando -^=: , cioè 

dy::zd,x^zzmx "" dx. Se avremo y= — ^=:a?"" , facendo 



n 

X 



, , T ndx . |. 

mzz — n otterremo dyizd, — =r : e quindi 



«-Hi 
X X 



j I dx . J ndx I 3dx e p 

^'T=-'^' ^•7^=""7r> "^'7^—7^^ ^^- s^ ^'^ • 

xml X x^:=ix^ , facendo m:^^ troveremo essere 

d. xX x^zz^x ^ dxzz^dxl/^ xP ; e se jc è negativa avre- 
mo d L — --««£. , . Cosi per eserapicr 

d.Xi/x=.ì.dM/x, d.X>ì/x=l LxdM/x , d.-L = ^f__ 

a ^ "^ 2 "^ [/X 2JC[/x 
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, f ix j 1 Q.dx 

a. -5 — 7-=: i — -— , a. 



3 / 3y'3/-"^3/ » 

ì/ X òxì/x 1/^* oxiX x^ 

• 3 y — Sy^'^'S.— 3y 

irly^ X 3a:»l/ x rrT/ or» 3x«j/ x' 



Se ;y=:a/»H-&^-f-cr-t-ec.y ove a , b , e , ec, sono quantità co- 
stanti , e /?, y, r^ ec. funzioni di x , sarà idyzzadp^dq-k-^dr-^^c. : 
onde se sapremo differenziare le funzioni/?^ q^ r^ec, avremo in- 
sieme il valore di rfj. Sia per esempio ;yc=À-4-ij;-M7jr^-Hex'-f3/Lr^y 
sarà dy:dbdx'^2,cxdx'i-^ex^dx'^/^x^dx. Sia 

yrsaj/'a^— — H—f— -♦-«[*/ a?*—-—./ — , ed avremo 
, _^ adx ^dx cdx ^^ %edx _^ ^dx 



Se j9 è una funzione di x, della quale si sappia il differen- 
ziale, sì avrà ancora quello dijt? , che sarà eguale ad /i/? '^ dp. 

Se per esempio yz=(a-HJ7) , sarà <fj=ra(a-4-^) rfx; 

I . \— I > • nxdx 

se y=: ^=a«*-+-x*) , sarà flY= — ■ ; se 

. •/ i « tx X j Wx-H2rxé/x-»-3ex*rfx 

>y:=iy(a-*-*x-f-cx»-*-€x*), sarà tfv^: — ; : s» 

a I 

= i/(o«— x«)«=:(o*— X*) , sarà dy=z—jx*€Ìx(a*-'X*) ^ 

•^ K^ V l/(i-x«) xHj/a«_x»)/ ' 



3|X(«*-**) 



facciamo ^ =^>-^' -=4^> ^d avremo 

j/(i— xa) •' xH-t/{a«— X») 

4 / 3flfp—3rfy 






ma 



Tom. //. 3 
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8 



dp::zxdx{ i — x ' ) ^^ r* 



a xdx 



dunque sostituendo questi valori avremo 

1^ ixdx 2^dx[x-^(a^'-x^)\ 

Sep e q sono due funzioni dì x, le quali sì sappiano diffe- 
renziare, si potrà ancora diffareoeiare la quantità y=/i^ .infatti 
prendendo i logaritmi avremo log.jczlog./^^log.y , e differen- 
ziando —=:—-♦-— , cioè dy^^dp-^pdq. Nella stessa maniera 

jr P q ^ 

si troverà dpqnupqdr-^prdq-^rdp , 

dpqrszizpqrds-^pqsdr-^rsdq'^rsdp . Sia per esempio 
^y=«|/(a*— «•) , avremo rfy=<i*l/(a«— a?») 



«la y=x(a»-t-a:")^/(a*— a?»), sarà rf;yr=rfar(a»-f-a;«)(/(a'»i-x») 
Siano p e q come sopra , ed jc=— ; avremo prendendo i lo- 

Jf J3 Jf 

garitmi log.jzrlog./?— log.y , e differenziando y=— — jy ciò* 
///v^ir^--2-2=i222ll£J' . Sia per esempio y= : , ', , avremo 
(a«H^»)rfx-ax»rfa; ,(«^^^^ . Se sarà r= »diÌ:f!L , 

avremo djcs ■ 3—7 ' — y-p 

1/(1— a?«)K (r— x«)» dV {i—x'Y 
-^xdx nxdx 



i/(i-x»)K (i-x») ai\/{i-x^)y ii-x'} 
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: iofatti 



Passiamo a cercare i differenziali delle funzioni trascenden- 
ti; e siccome abbiamo già veduto essere <f.Iog.x= — , avremo 

c/.log.x =: — log.ir, i^.log.x =:-— log.x , ed in generale 



7» /lirr— — n— I 



^.log.or = — ^log.or • Sia adesso 3C=Iog.log.x; facendo 

\osL*xz^ avremo rfyr:— zr-i : e così tìure troveremo 

» ^ -^ /? rriog^.x * 

xlog.xXlog.log.x 
Per avere i differenziali delle quantità esponenziali sia 

y=q> ^ , essendo p eq funzioni di x , e prendendo i logaritmi 

avremo ^log./^ndog.y, e quindi differenziando —=é/;log./?-H^, 

cioè dyzzid.p* ':iip^ dq\og.p'-^p^'^ dp» Se ^ è una quantità co- 
stante =ay saràd)9=ro9 e d.ifi:::i£fldq\of^.a\ e se per e indichia- 
mo quel numero che ha per logaritmo iperbolico F unità, avre- 

mo d^e^zze^dq . Si potranno quindi facilmente differenziare an« 
che le formule esponenziali pì& complicate. Infatti, %tys:ff , 

X ' 

facendo t^zzp avremo d.e^ziefdp^e .0 dx, e così pure 



jx X ^ 

e ex 



d.e ^ .a .e dx . Sia y^zp^ » ovep^ q, ed r sono fun- 
zioni di x; facendo q :^z avremo àyzzp dzìofg.p^zp dp i ma 
dzzsq drlog.q'¥^q dq^ dunque 
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Le difìTerenziali delle funzioni trascendenti nate dal cer- 
cliio si troveranno nel modo seguente . Abbiamo (108) 

Asen.arzi Aa;cos .:r— ^— sen . a:— — 5- cos . jr-t- ec. 

dunque ^.sen.j!r:=^^cos.:r, e nella medesima maniera si troverà 
^.co8.:r= — ^xsen.^r. Le altre funzioni di cerchio si esprimono 
tutte per mezzo de' seni e de' coseni , dunque di tutte potrà aver* 

si il differenziale. Infatti rf.tang.xzz^P-^ 



COS. X 



- dTèen,x dx , ,co8.J^ , dxcos^x dx 
z=:aa7«4- ^ , a.oot.x'nd =: — ax— =— , 

■ a 1 ' '■' a ■■ ... a ' 

C08.J: cos.a: sen.a; g^Q ^^ sen.j? 

j ' j ' dxh^n-x j ^ _..^ 
a,8tc.xzzd zz ^ajrtang.^Xscc.a: . 

Restano quelle funzioni di cerchio, che sono le inverse del- 
le precedenti, cioè gli archi, de' quali sono dati i seni, i cose- 
ni, ec. Sia pertanto ynArc.sen.ar:saràj;=8en.y, e darzzdycos.y, 

cioè ^.Arc.sen.oTz: .Sia;yc=Arc.co8.ar=:Arc.sen.|/'(i-j?«), 

e sarà rf,Arcxos.a7iz--^k--Lllf-J=:— - — , Sia 

y=:Arc.tang.a;=:Arc.seQ.— ^- -, e siccome rf. 



X 



|/(l-W?a) )/(j-*-xa) 



dx _ ^ - - _ 

■ ' " - ■ — avremo 



(!-+-;«?») 



a 



rf.Ar€.tang.x=: f — _: — — i — - = — —. Se 

YsrArc.cot.oozÀrc.tang. —, avremo ponendo qui sopra —in luo- 

X X 

go di a?, dy^^ ; . Se y=:^rc.sec.a:rrArc.cos. — , avremo 

dx dx 



*'i/(-À) '^'"-" 
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112. 

Dalle cose precedenti apparisce, come si trovi il diSeren- 
ziale di qualunque funzione y, il quale avrà sempre la forma 
dy::zpdxy essendo /? una funzione di x. Siccome nel calcolo del- 
le differenze finite si considerano oltre le prime diiierenze anche 
le seconde, le terze, ec. ; così nel calcolo differenziale si ha ri- 
guardo ai differenziali degli ordini superiori . Per J^eu compren- 
derne la natura si osservi, che la differenza seconda della fun- 
zione j è sempre così espressa: 

onde si deduce 

A^t* 
Quanto più Aar diminuisce, tanto più il valore di '^~ si 

A*x 
accosta ad essere espresso da A-^B-^-^; onde se sostituiamo al- 
alia caratteristica A r altra d per esprimere i limiti, ai quali 

A* y A*x 

vaiuio continuamente accostandosi i valori di -r-^ e di -^ — , a- 

vremo 5;^='^-*-^5-; y ^'^^ d^yrzAdx^^Bd^x , e questo è ciò 

che si chiama il differenziale secondo di y. Ora siccome la dif-> 
ferenza seconda si ricava dalla prima nella medesima maniera, 
che la prima dalla funzione proposta , cosi il differenziale secon* 
do si deduce dal primo con la medesima operazione , che il pri- 
mo dalla quantità finita. E poiché, essendo ^^zzm/i , abbiamo 
dy^imdn^ndm ^ se sarà dyzzpdx^ avremo d'^y^zdpdx-^pd^x. E 
ristesso 8Ì dica dei diffierenziali terzi, quarti, ec. 

Nel prendere i differenziali di second' ordine, e degli ordini 
superiori si suole assumere per costante il differenziale di qual- 
che funzione : questa supposizione , siccome rende eguale a zero 
il differenziale secondo della medesima funzione, così serve a 
dare una espressione più semplice ai differenziali superiori . Noi 
riserbandoci a trattare in seguito questa materia con tutta Te- 
stensione y cercheremo intanto i differenziali degli ordini supe-* 
ricci nella supposizione di dx costante . Siccome adunque 
4f*^r30 , avremo d^y^dpdx , o pure supponendo dpzz^idx y 
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d^yrzqdx^ . Sia dfzzrdxy ed avremo d^y::zdqdx^':^rdx* \ 9ia 
dnzsdx^ ed avremo d^yzzsdx^ , e così in seguito . Dunque me- 
diante la differenziazione delle quantità/?^ ^, r, Sy ec. ti otten- 
gono in questa ipotesi semplicissimamente espressi i difFecenzia-* 
li di qualunque ordine della funzione y. Siccome^ è una quan« 
tità nnita, così i difierenziali dxy dj ^ i quali hanno tra loro un 
rapporto finito, si dicono omogenei ; e poiché in paragone di dai 
svaniscono le potenze superiori di dx^ le medesime si dovranno 
trascurarer anche in confronto di dy . Così essendo g^r^s, ec. 

quantità finite, il differenziale a y sarà omogenea con dx^,ei 

in confrontodi d y si dovranno trascurare i differenziali dx^"*^, 

come in confronto di dx i differenziali d y ^ ptirchè sia n 
positiva. Vediamo adesso come si trovino i differenziali superio* 

ri in qualch' esempio. Siay:=(a-f-^) ; avremo 

dyzzmi^a^x^'^ dx, e quindi rf»j"=:7i(/ii— i)(a-4-a:) "" dx^ , 



rf«3rrr/»(/»— i)(i«— a)(a-#-a?) dx* ,ec. Sia 3r=:log.(a-»-x) ; sarà 
dx - dx^ ,j arf^x* ,^ 6dx^ 



Siay:=a ; sarà dyi^ma dxlofMfd^yzzm^a dx^log.a , er 

generalmente éTy^im a dx log.a . Sia finalmente yz^sen.x^r 
avremo dy:zdxcQs,Xy rf*yr=— rfx»sen.a?, rf»y:3— rfa:*co8.jr, 
d*yz:zdx*Ben,Xy d^y^zdx^c08,Xy ec. 

CAPITOLO IV. 

17ei differenziali delle funzioni di pia variabili. 

ii3. • 

Ì3e z è una funzione delle variabili x, y, u, ec. avremo 
A2c=^Ax-»-jBAy<-i-CAii-4-ec. -f-I>A«a-i-£Aa?Aj-4-FAy» 
-*-CAxAu-i-J^AjAiih-/Au'h- ec. , 
e quindi 

j[a) ^=^-^5^-^^Si"*"®''' -i.i?Ax-f.JE:AyH-FAy^ 

-♦-C Au-i-flAr-jr- -f-/Aii T— ♦- ce, 

-^ Ax MAX 



I 
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ia qual' equazione esprime la relazione che haano tra loro le 

quantità x" ' A^ » a" » ®^' ^^ differenze Ao;, Aj, Au , ec. va- 
dano continuamente diminuendo , e rec|ua0Ìone{a) anderi sem- 
pre approssimandosi a diventare 

Az . „Ajr Ai* 

Usiamo la caratterìstica d in luogo di A per esprimere il limite , 
al quale vanno accostandosi le quantità ^> ^> ec, ed avremo 



$=^4.5$U-c^ 



+-ec. 



e dzszAdx^^Bdy-i^dU'^ec. , e questo si chiama -il differenziale 

Siccome nel calcolo delle differenze finite, così nel diffe- 
renziale le funzioni di più variabili si differenziano nella mede- 
,«ima maniera, che le funzioni di yna sola variabile. Ma per 
giunger più facilmente al differenziale cercato si osservi, che 
«gli avrà sempre la forma dzzzAdx-^Bdy'^^Cdu-^ec. Adesso, se 
tutte le variabili fuorché la x si supponessero costanti, essendo 
dyz^Of ditzixi^ ec. s&rebhe dzzzjidx : co^ì pure sarebbe dz'nBdy^ 
o dzzzCdUy ec. , se tutte le variabili fuorché la y , o la u , ec. si 
supponessero costanti . Quindi si ricava questa regola per diffe*- 
f enziare le funzioni di pici variabili . Si prenda successivamente 
il differenziale della funzione per rapporto a ciascuna variabile 
supposte tutte le altre costanti, e la somma di tutte queste par- 
ticolari differenze darà il differenziale cercato. L'istessa regola 
può usarsi anche per differenziore le funzioni di una sola varia- 
bile, quando sono molto complicate. Si prendano i differenziali 
di ciascuna parte della funzione, supposta questa variabile, e 
tutte le altre parti eostanti, e la somma di queste parziali diffe- 
renze sarà l'intero differenziale della funzione • 

ii4- 

Le quantità A^ B, C , ec. , che dipendono dalla medesima 
funzione z, hanno tra loro alcune relazioni, che molto interes- 
sa di conoscere . Ad oggetto di rinvenirle si osservi che, se la 
funzione z delle due variabili :r ed jsi differenzia due volte pri- 
ma supppstu la sola x variabile, poi la sola y , si otterrà il m<- 



\ 
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flesimo risultato, che si avrebbe, se viceversa si differenziasse 
prima supposta variabile la sola y ^ poi la sola x. Rappresentia- 
mo infatti la funzione z con la caratteristica (/^(ar/y), col qual 
fegno indichiamo una funzione qualunque di j? e di y, ed il 
fiuo differenziale nell'ipotesi dì x sola variabile sarà 
^{x^¥^x, y)'^{x, y): questa quantità si differenzi adesso posta 
y sola variabile, e si avrà 

0(ar-4-</jr , y'¥^y)'^(p(x-^dx , y)— ^{x , y-i-rfj)-HjJ(a7 , y) . Ora vice- 
versa differenziamo la funzione <p(x , y) supponendo variabile la 
sola y, ed avremo (p(x^ J-»-^y)— 7^(^ > j)> che adesso differenziata 
lidia ipotesi della sola x variabile ci darà 

(p{x^¥^x, y-^^y) — f{x , y-nrfy) — (/^(x-^x, y)^^{x, y) , cioè il me- 
desimo resultato, ohe sopra. Per applicar questo principio alla 
differenziale dzzuAdx^^Bdy si osservi, che Adx è la differenzia* 
le di z nella ipotesi di y costante, e Bdy la differenziale di z 
Detla ipotesi di x costante. Dunque la differenziale di Adx nella 
supposizione di accostante dev'essere eguale alla differenziale di 
J3dy nella supposizione di y costante. Questa condizione dev'a- 
ver luo^o, perchè la quantità Adx^^Bdy sia la differenziale di 
lina funzione z, o come si suol dire, peròhè sia una differenzia- 
le esatta. 

Per esprimere qviesta condizione in una maniera più pron- 
ta, ci serviremo della caratteristica introdotta dal Sig, Fontaine . 
Egli per denotare nella differenziale dezzAdx-^Bdy il termine 

Ada: si serve del grgno {;j~)^^» ® ^^^^ del segno (nf-Wy per de- 
notare Bdy, Quindi I-t-] >^on significa che il differenziale di z 

», ' 

preso nelTipotesi di x sola variabile, e diviso per dx; le paren- 
tesi servono per distinguere questa differenziale particolare dal 

dz 
rapporto — , il quale esprime il differenziale di z preso in tutta 

l'estensione senza la considerazione dì alcuna variabile suppo- 
sta costante y e diviso per dx. Secondo questa maniera di scrive* 

re il differenziale di z si esprimerà cos^ ; dzrz ^—jdx-^'.-j-jdy ^ 
ove i termini (;7-V^> i'T'l^y *^ chiamano differenze jpar«ia/i . 
TselTistesso modo (t-^) significa il differenziale di z preso due 
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Volte nella supposizione di x sola variabile, e diviso per flfoja ; il 

segno ( , ■ ] significa il doppio differenziale di z preso prima 

neiripotesi della sola x variabile, poi della sola j, e diviso per 

\ esprime il doppio differenziale .di z preso 

viceversa prima nell'ipotesi della sola y variabile, poi della sola 
se, e diviso per dydx . La proprietà dimostrata nel principio di 

, , j =^ , , j . 

La quantità f t-Ì significa il differenziale di jzrpreso prima per 

rapporto ad ^, poi per rapporto ad y , e finalmente per rapporto ad 
u , e diviso per dxdydu . Siccome in questa formula possiamo delle 
q uan ti tàfif;r,^j,^a permutare le due prime, ole due ultime, avremo 

( . , T-ì^ j j •t\'=^\ I ^^. I' Permutando nella seconda 
dxdydu) \dydxduf \dxdudy 1 

dì queste formule i due ultimi differenziali , e nella terza i due 
primi avremo ancora (5^)=(^i^)=(^^).efinal. 
mente permutando nell'ultima di queste formule i differenziali 

dx e dy otterremo ( ^ j ^ ')^ /j /7 A )' ^"^® apparisce che i ' 

clifferenziali dx ^ dy y e du possono in qualunque modo permu- 
tarsi. Seguitando il medesimo discorso ci persuaderemo in ge- 
nerale, che nel differenziare più. volte una funzione possiamo 
eseguire quell'ordine che più ci piace, sicuri di giunger sempre 
al medesimo resultato. 

Adesso si potrà comodamente esprimere la condizione che 
deve aver luogo, perchè una differenziale sia esatta. Se 
Adx-^Bdy sono i termini di questa differenziale, dovrà essere 

{^£^dxdy=i^^xdy , cioè (^)=(^ • 

Supponghiamo adesso , che z sia funzione di tre vai labili 
a?, r, ed i^; il di lei differenziale avrà la forma 
dz^iAdx-^Bdy^^Cdu . Se supponessimo u costante , sarebbe 

dzrzAdx-^Bdy , e quindi {'j'/^^vT")' similmente supponen- 
do costante y o x vedremo dover' essere l'ir) zzi^j , 
Tom. IL 4 
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/' — jr=(-T-l. Dunque acciò la difFerenziale Adx-^Bdy-^Cdu 
sia esatta, devono aver luogo le tre condizioni, (t")^^) » 

/— j=:(yj , ("3~)=(7")' ^ nell'istessa maniera si troveran- 
no le condizioni per le diiferenziali di un più gran numero di 
variabili . 

Oltre le condizioni precedenti , che appartengono ai diffe- 
renziali esatti di qualunque funzione , vi é una proprietà degna 
^i osservazione , che compete ai differenziali delle funzioni omo- 
genee. Sia infatti z una funzione omogenea di n dimensioni 
delle variabili x,y^Uy ec, e sia àziziAdT-^Béy-^Cdu^t^^c, il 
di lei difFerenziale. Facendo yzztx^ iczsx, ec. la funzione z 



n 



prenderà la forma Px , essendo P funzione delle variabili ^,5, 
ec. ; e se supponghiarao dP^^dt'^ds-^ec.f sly temo 

dzzzx pdt'^x gds-^ec. -^nPx dx. Ma siccome dyzztdx-^xdtj 
dixzzsdx'¥'xds , ec. , abbiamo ancora 

dzzzAdx-^-Btdx-^Bxdt^^^sdx-^xds^ec. Quindi , dovendo que- 
sti due valori di dz essere identici , avremo 

A'¥'Bt'¥'Cs'^fio,.'Z2nPx "" =r— *-, cioè Ax^^By^^u-^ec, zzjiz . 

Dunque i differenziali delle funzioni omogenee hanno questa 
proprietà, che se invece di dx, dy^ duy ec. vi si sostituiscono 
respetti va mente le quantità x^y^ u, ec^ ne nasca quella mede* 
sima funzione moltiplicata pel numero che esprime la sua di* 
mensione» della quale si ha il differenziale. Questa proprietà si 
può enunciare così: se zè una funzione omogenea di n dimen- 
sioni, sarà sempre x(^l-f^l^JH-ttl-r-)-Hec. ==«z. E se z è 
una funzione di nessuna dimensione, cioè se /ir=o, sarà 

^('^/^^(j")"*^?")"*"^'^^^ ' V^^®^^^** adunque se avremo 

l'equazione ^ j-)-*-y( j~)"*^( j~)"+"^^*^^^''*> **'"à * ^^^ funzio- 
ne omogenea di n dimensioni delle variabili x, y , u, ec. 
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Fiuora abbiamo parlato delie condìzioiii , alle quali devono' 
soddisfare le differenziali esatte del prìtn' ordine; passiamo ades- 
so a cercar più generalmente le condizioni, che devono aver 
luogo, perchè una funzione di qualunque ordine, e di qualun- 
4jue numero di variabili sia una differenziale esatta. Sia dun- 
que pdx una differenziale di un ordine qualunque di una fun- 
zione delle variabili x , y, u, ec, nella quale dx 4Ìa stata sup- 
posta, costante : posto iiyzzpdx , dpzzydx , dszztdx ; 

dw=zp^dx^ dp^zziq*dx^ ds'':::£dx\ ec. , si ridurrà la quan- 
tità ^ ad esser funzione delle quantità x ^y yU^ec,^ p^q ,.. •s^t^ 
p\ q\., .. ^ , t\ec. Sia z quella funzione di un ordine inferio- 
re, che ha per differenziale pdx^ e sarà z |ina funzione delle va- 
riabili Xy y^ », ec. /> , ^ , . , . . 5, p\ q\ . , . , s\ ec. Avremo 
«dunque 

-+-ec. 
cioè 

-+-ec. 
Facciamo 

d^^Mdx-^Ndy^P dp^Q dq ^Tdt 

^N'du^Fdp'^Q'dq' -i^rdt* 

-4-ec. 

«d a motivo dell'equazioBe (-; — ^W (-—-L\ avremo 

^ \amanf \dndmf 



-»• ec. 



-iA£)^ 
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-WpnKìyr Kd^r \i^F'*\df^r "" '*'\dJdfr 

-+• ec. 

-(ipr'dx^Kdj^) ' 

\dq/ \apf \dxdqf \dydqr \dpdqr \dsdq f 



-i-ec. 



Nella medesima maniera troveremo N^^^-dl-^A , 



MS- 



ec. 



Se ^ è solamente funzione di ^^ j» e/7 , non entrerà p in 

«, e siccome iV=:^{^) , ^dP=^d(^), 8aràiV-g=o . 

Se ^ è funzione di x, y,^, e ^, non entrerà ^ in z, e poichò 

T\r—±AÌÈ.\ ^^±A(—\^J-d»(—\ Ì^—J-A»(él\ 
'^^— SrV</r/ ' '3i-~dJr\dy/'*'dx' \dpì ' dx»~ dx* \dp) ' 

avremo iV—T — h-t^^o. Generalmente, essendo /? una fun- 

dx «te* 

zione di un ordine qualunque, e comprendendo un numero 
qualunque di variabili, saia 

iV- ^ -K^ -^'-? H-ll^-ec. =0 
dx dx^ dx^ dx^ 

^rr dF d^Q d^R d'S' 

dx dx^ dx* dx^ 

ec. 
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e si avranno tante di quest'equazioni di condizione, quante so- 
no le variabili m eno una . 

Sia ora ^dx^ la differenziale di una funzione z' di un ordi- 
ne inferiore di due unità , e sapponendo che zdx sìa il differen- 
ziale di z' avremo 

Ma è facile il vedere , che (-7-WP— -^h — ; r h ec, , 

\dy/ dx dx^ dx^ 

ldz\ ^ dR d^S /dz\ „ dS ^ 

V^j=<?-2r-^^-'"- (5^)=^-S;-^^^- ^^- Dunque so- 
stituendo questi valori nell'equazione precedente, avremo 

jy dO ^d^R ,d^S 




e 



dx dx^ 

Se ^dx^ è la differenziale di una funzione di un ordine in- 
feriore di tre unità, zdx^ sarà la differenziale di una funzione 
dì un ordine inferiore di due unità , e perciò 

sostituendovi i valori di 1^-1 , ( t^), ec. 

Quindi apparisce che, se ^dx è la differenziale di una fun- 
zione di un ordine inferiore di n unità, avremo il seguente nu- 
mero n di equazioni di condizione: 

^ TV— ^ ^— f[l^ £lf«. — 

dx dx^' dx^ dx^ *"" 

p dQ ^d^R .d^S 
P— a-j — HO -7--— 4-7---*- ec. =0 
dx dx^ dxì 

^ JiR ^d^S 

Q— S-r- -f-6 ' — -^ ec. =ro 

^ dx dx^ 

jk— 4t"-*- ce. =:o 

^dx 

ec. 
Questa classe di equazioni appartiene alla variabile y: un'altra 
classe di simili equazioni si avrà per ciascheduna delle altre va- 
riabili, eccettuata la j;, di cui il differenziale si assume co- 
stante. 
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Abbiamo snpposto dx costante; se dx fosse variabile» pò* 
lìerido dvzdpdv^ d^fcdqdvy d'qzdrdVf ^c.^ dyzrpdv ^ 
dp:::zqdvy ec; dun^^dv , dp*::zq'dv^ec,; e riguardando dv come 
costante avremo oltre l'equazioni precedenti per y, u, ec. an- 
che una simile equazione per x . Quindi nel caso di dx variabi- 
le l'equazioni di condi^sione per ciascun' ordine di differenziali 
saranno tante, quanto è il numero delle variabili . 

Per applicar la teoria esposta a qualch' esempio, sìa propo- 
sta in primo luogo la funzione di prim' ordine Adx-^Bdy ^ ove 
A e B sono» funzioni di ar e di j; sarà §z:zA'^Bp ^ e quindi 

(j- )=:( -^j, come abbiamo trovato di sopra. 

Sia data la funzione di prim' ordine e di tre variabili 
Adx-^Bdy-^Cdu y ove A, B^e C sono funzioni di x ^ y , ed u; 

à i?=^-^B^H-C/ , e perciò iV=(^)*/,(^)^'(|) , i>=B, 

J\riz(-^J4-/Y — L+^Y— y, P';z:C. Avendo adunque in questo 

caso le due equazioni di condizione iV— ^iro, A"'— -7— =o, se 
vi sostituiamo i valori di iV, JV', P, P', troveremo primiera- 
niente (^-^H f) V(f )= Q'^Q-^/''© ' «'«* 

(^)-0-*-^'(f )-{^)=°- ^^ "^"°™* AB. e€ non 
contengono p', acciò questa equazione sia identica , conviene 
che vada a zero da per se stesso ciò che moltiplica/?'; dunque 

avremo (^)=(^, e (g)=(f )• L'altra equa»»ODe di eoa- 
dizione diventerà (^)- (^) ^ . @- (^)=o , cioè 

(■^)=(^ ' '^ (^)=(^' * ^"*»** ""*' ** condiaioni ««>- 

A ti te di sopra. 



sarà 
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Si abbia adesso la funzione del second* ordine {Aq'¥'B)dx^, 
ove A e B sono funzioni di x^ y, p^ e dx è costante. Avremo 

dx^^\ùxdprP^\aydpr^ \dp» f^ dx\dpf 
/daB\ /^»B\ /d'B\ dQ (dA\ /^■^\_^J^A . 

/d»Q\ /d»J\ /d»A\ ià'^A\ 

dP d^Q 
tuendo questi valori nell'equazione JV— -7"'+'"TTÌ" ^^^ avremo 

[(dA\ / d^A\ /éfX y /^«Jg\1 
^ydxrKdxdpn^KdydpnKdp^)} 

la qual' equazione , siccome j4 e B non contengono y, si divid« 
nflle due 
/dA\ / d^A\ / d^A \ /d'^BK '. 

^\dy)'^ \d^^rP\ djrdpr \dP/ " 

édB\ /d»B\ /d»B\ /d^A\ /d*A\ ^/d^A\ 

Se la proposta funzione del second' ordine dev'essere la dif- 
ferenziale seconda di una funzione di x ed y, oltre alle due 

equazioni trovate avremo anche la seguente P— 2-^=ro, cioè 

\dpf ^\dpf \dxf ^\dyì 

Siccome A e B non contengono j, dovrà essere ( — )=ro , cioè 

A non dovrà contenere/?. Quindi acciò la formula (Aq'-hBjdx^ 
sia una differenziale del seoónd' ordine di una funzione di x e 

di y, dovrà essere prima ('^)=0, poi ^(^'j^ (^^^^o , 
/dB\ /d»B\ / d^B\ /d^A\ /d^J\ /d^A\ 

/d8\ /dA\ /dA\ 



dx 
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La teoria esposta iu qaesto articolo, che il Sig. Euler il primor 
dedusse dal Calcolo delle Variazioni y è stata generalizeata, e di-, 
rettamente dimostrata dal Sig. Marchese di Condorcet , 

ii6. 

Abbiamo veduto di sopra (ii3), come si trovino i differen- 
ziali superiori nella ipotesi che il differenziale dx sia costante , 
cioè, se sarà dyzzpdx ^ avr.emo d^yzzdpdanzqdx^ ^ facendo 
dpzzqdx'y così ancora d^yirzdqdx^^irdx^ , facendo dqzzrdx ^ ec. 
Ma se dx non è costante avremo d^yzzdpdx-^pd^xzzqdx^'^pd^Xy 
e quindi 
d*y::zdqdx^'^2qdxd*x^dpd^X'^pd'xz::rdx*'^^qdxd*X'^pd^x , 

e cosi in seguito. Se per esempio yzzx , avremo dyzznx dxy 

d^yz^ax^'^^ d^X'^n{n^i)x^'^^ dx^ , 



d^yzznx d^x^4n{n^ì)x'^''^dxd*X'^in{n^ì)x^ d^cc^ 

H-6«(/i— 1)(/2— a)j7^""^rfa?»rfax^«(rt— i)(/i--2)(/i—3)a:'*"'^^a:* , ec. 
Con egual facilità si troveranno i differenziali superiori 
delle funzioni di due o più variabili. Sia per esempio ^rxarj^ 
avremo dz^iydx-k^xdy ^ d^z:z:yd^X'^%dxdy'^xd^y y 
d^zzzyd^X'^id'xdy^Sdxd^y'^xd^yy d^zz:iyd*x^4^*xdy 
-^èd^xd^y-j^^xd* y^^xd^y y eG. CoH'istesso metodo si differen- 
zieranno le funzioni, che comprendono quantità differenziali. 

Così sarà d^-zi— — ^'T / — ^, e posta questa quantità ^zzzdx, 

g^j^^ ^ dx^d^y^Mxd^xd^y-^Sdyd^x^'^xdyd^x 

"^"^ dx^ ' ^ 

(dx*d^y'^dx^d^xd*y^J^dx^d^yd'X'¥'i^dxd^x^d*y\ 
-^Jodxdyd^xd^x^^lidyd^x^-^dx^dyd^x / 

dx dx^ 

Quando si è trovato in generale il differenziale superiore 
senza la supposizione di alcun differenziale costante, se ne po- 
trà facilmente dedurre il differenziale nell'ipotesi, che il diffe- 
xenziale primo di qualche funzione di a: e di j sia costante. Si 

debba per esempio suppor costante il differenziale di x ; 

sarà a*. a? =r/ia? a*ar-f-;i(/i— i)a: ar^zro, cioè 
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d^x:n dx^ ^ e quindi d^x^=z • 'dxd^X'\ dx^ 

x^ x^ x^ 

Si assuma costante il diiFerenziale ydx ; sarà yd^oo^dxdyzzo , 

cioè flf^arrz— -^-^, e se supponghiamo dy^ipdxy djpf:z:qdxy 

y //a 

dqzzrdx, ec. , avremo rf^a^zr— ^ , e differenziando 

d^x^zz-^ ^ ^ ^~ ^H-£ — -— e sostituendo il valore di 

d*x, d^xzzL (— — -H-^W^r»; e quindi sarà d^xzz^ 

-hZ££^-^^+(^— iWxrf»*, cioè 

* Sia finalmente costante il differenziale [/(Jj^^-ndy"), il 
quale posto dy:=ipdx prenderà la forma dx\/{i'¥p^) . Avremo 

adunque d^a\/{i^p^)^ ^^^^^ — o,cioè d^xz=r^E3É^, 

quindi sarà d^xzzi'^'-^- ^ -4- , ^ .A dx* 

-2e£^^, cioè rf.:r=(-^gI-H-<^^'-'!^V' . Similmen- 
te si troverà 

V i-|-i?a (l-f./>»)a (i-H/?a)s / 

Dalle cose precedenti apparisce, che quando il differenzia- 
le di qualche funzione è costante , ai possono esprimere i diffe- 
renziali superiori d^Xy d*x, d^x^ec. per mezzo delle lettere 
Z'» ?> ''» ec. Ma per mezzo delle medesime lettere si possono 
eliminare anche le quantità dy^ d^y^ d^y^ec, dunque una 
funzione, nella quale un qualche- differenziale sia stato preso 
costante, si può sempre esprimere per le lettere Py.jy r^ ec. 
e per dx . 

Tom. IL 5 
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Quelle funzioni, che comprendono i differensiali degli or- 
dini superiori nella ipotesi di niun differenziale primo costante , 
eccettuati alcuni casi, de' quali parleremo in seguito, hanno 
sempre un valore incerto ed indeterminato, il quale è diverso, 
secondo che si assume costante il differenziale dì una o di un'al- 
tra quantità. Si considerino in primo luogo le funzioni di una 
sola variabile :r, nelle quali entra d^x^ e niun differenziale è 
costante. Se si pone dx eostante » ssLxk d^anzo; se si suppone 

d.x^ costante^ sarà xd^ x-Jhdx^^zo ^ cioè d^oczz-^ ; se si pone 



costante d.x , sarà x J*xh-(/i— i)^ . dx^zzo y e perciò 

V*j;=:— i-^^ . Così se altri differenziali si prenderanno co- 

stanti, ne nasceranno altri valori per d^x. Dunque una formu- 
la, la quale contiene d^x, ed in cui niun differenziale è co- 
stante, non significa niente di certo e di determinato. 

Adesso per passare alle funzioni di due variabili prendia- 
rao a considerare la formula *^^^ — -j =^, la quale non ha al- 
cun valor fìsso , se non si assume un qualche differenziale pri- 
mo costante. Infatti , se si suppone costante dxy essa diventerà 

. ^ ■, e si ridurrà ad* ^ ^ supposta costante dy. Ora le due 

formule -t~ , . non sono generalmente eguali: poiché se 

lo fossero , dovrebbero rimaner tali , qualunque funzione di x 
si sostituisse i^ luogo di y . Ma se facciamo ynx^ , posta dx 

costante sarà d^ymdx^ , ed ^ czax; se poi si pone costante 
dyzziixdx^ sarà rf*yzzaarJ«dr-i-aJa?»=:o, cioè d^xzi , e la 



formula , ^ :=— j? . Cosi se ad y si dassero altri valori , si ve- 
dx^ '' 

drebbe, che . ^ , in cui dx è costante, è diversa da '^ ^ > ov'è 

costante V/j. Dunque la formula ^^^ — ^^ . "^ ha un valore di- 
verso, secondo che dx o dy si assume costante; e similmente si 
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troverà, che il di lei valore è in generale differente, se altri dif- 
ferenziali si suppongono costanti. 

Ma q'uantunque una formula» che contiene i differenziali 
superiori , abbia per lo più un valore incerto , vi sono però al- 
cuoe formule, che ritengono sempre il medesimo valore, qua- 
lunque differenziale si assuma costante. In esse succede, che 
sostituito ad y qualunque valore in x, spariscono sempre i diffe- 
renziali superiori , e con essi V incertezza del valore della fun- 
zione. Tal' è la formula—^- — j-j —\ infatti seponghiamo per 



esempio y::^x , sarà dy^:inx dx. 



d^fzmx d^X'^n{n — ì)x dx^, e sostituiti questi valori la 



formula data diventerà 

.=r— /i(«— i)r 



nx dxd^X'^nx dxd^X'-^n{n-^j)x dx^^^ , v f*^» 



dx^ 
Se facciamo y=j/(i— ar"), sarà dyzz, , 

d^yzzi'^ — . — ». e la formula data liescirà 



xd^x xd^x 



a 



Sosti-^ 



rfx*)/(i— a:») dx^[/{i^x^) £ £ 

tuendo altre funzioni in luogo di y vedremo, che la formula 
proposta ha sempre un valore determinato; ma possiamo ciò gè- 

seralmente dimostrare nel modo seguente. Sia ^=/7,^^jr, e 

saranno /7 eq quantità finite; avremo dunque d^yz^d^ x-^dx^ ^ 
e sostituito questo valore la formula dyd^x-^xd^y diventerà 
— ^^/x', il qual valore non è indeterminato, perchè non contie- 
ne i differenziali secondi. 

In generale data qualunque funzione , la quale comprenda 
i differenziali superiori^ senza che alcun differenziale primo sia 
sapposto costante, essa avrà un valor fìsso, se posto dy^ipdx, 
dfzzqdxy dqzzrdXi ^.*^- ^^ potrà ridurle ad esaere una funzione 
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Ai X, y^p^ q^r, ec, e ài dxy distruggendosi i differenziali sa- 
periori di x: al contrario essa non avrà alcun valore fisso, né 
potrà esser di alcun uso nel calcolo . In quest'ultimo caso è la 
formula precedente j^*ar-#-j:rfay , la quale sostitnìto pd^x-^dx^ 
in luogo di d*y diventa {y'^px)d'x-^dx^ , cioè mantiene sem- 
pre il differenziale secondo d^x . 

Abbiamo veduto che quelle formule , nelle quali qualche 
differenziale è stato supposto costante , si riducono sempre ad 
esser funzioni di x, y^ p^ q , r^ Sy te. e dx . Se adesso alle quan- 
tità /?, q , r, ec, bì sostituiscono i loro valori , si avrà una formu* 
la, la quale, quantunque contenga i differenziali superiori , avrà 
però un valor fisso ancorché niun differenziale si supponga co- 
stante, e vi si potrà poi supporre costante quel differenziale, 
che più piacerà. I valori delle lettere/?, q y ec. gli abbiamo tro 

vati di sopra ^ e sono p=-£ , q= ^^ , 

dx^d ^y^^dxd • xd a j'-f-S dyd ^x^ -^dxdyà • x * 

dx^ 

(dx^d^y'-6dx*d*xd*y-'4^x^d^yd^x^i5dxd^x^d*y\ 
'^ìodxdyd^xd^X'^ìSdyd^x^^'dx^dyd^x ) 
^ : _ , ec. 

Si debba per esempio la formula Ad^y-^Bdx^ , in cui dx 
è costante, trasformare in un'altra, in cui sia costante dy. Po- 
sto dyzrpdxy dprzzqdxy la nostra formula diventa (Aq'¥-B)dx^ : 
adesso nel sostituire il valore di q si rifletta che dev'essere 

^«y=o, e si otterrà la formula IH — j '^ ^ equivalente 

dx 

alla prima, ma in questa dy è costante. 

CAPITOLO V. 

Degli usi principali del Calcolo Differenziale . 

117. 

l^ia j una funzione qualunque di :r, la quale sviluppata se- 
condo le potenze di x abbia la forma seguente 
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Differenziando n volte nella supposizione di dx costante a- 



Tremo 



« posta x::=o, a yzzi.a.3...n/?^ 'dx , cioè 

p^ ^1= 2- facendo dopo le differenziazioni x:z: 



j.a.3 .,.,7idx 



Quindi mediante la replicata differenziazione di y otterremo i^ 

coefficienti p^ \p^ * ec, cioè quella serie, che esprime il va- 
lore di j. Sia per esempio j=:log.(i-«-:r); avremo ^7Z=log.i=:o, 



dr I d*jr^^ I d* y a ^^X ^^ ^^ 



^x l-HJT rfj:a (i-f-j:)a » é^x» (i-+-a:)» ^* (i-+or) 

Q A^ (0 (a) I (3) T (4) I 

oarà dunque/?^ '=zi,/>^ '=— --,/?^ ':=-s-, /?^^^=r— -j, ec. e 

perciò 



j;« a?» 



og.ti^arj-^- —^ _- -^ — — ec. 

Sia y una funzione implicita di x, cioè sia data tra x 
ed y una equazione , nella quale posto anno sia y:=a . Se vo- 
gliamo ridurre y in una serie della forma 

ysrp-^p^ ' X'k-p^ ^a?*-4-ec. , troveremo come sopra 

p — Z facendo dopo le differenziazioni xzzo , ed 

I .a. 3. ...ne/o? 
in conseguenza y^za. Sia data per esempio l'equazione 
y^-^x — cy^x>, nella quale posto j7=X) si ha y»-«y=o, cioè 
yzzo y y^u: . Differenziando questa equazione avremo 

^ydy^^dx-'^cdyzzo y cioè -j-^^-^ ; e quindi 



^^^-j — J— r^,ec. Uunque prendendo il pnmo valore di y 

(i) ^ (2) h^ (S) ài» 
cjoe zero, avremo zc=o, p^ ^:= — • ©^^= — , p^ '=. — 

-^ • -^ e ''^ c^ ^ e» ' 
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(A) 6*4 

P ='^» ®^* Se prendiamo Taltro valore di y , cioè e, ayremo 

Dunque le serie 

J=— :fh — -x'h -a;»H — 7-a:*-f-ec. 

ce* e* e' 

• h h^ ^ ai» 5i* 

•^ ce» e* e» 

esprimono i due valori di y. 

In questo modo avremo delle serie ascendenti, cioè ordina^» 
te per le potenze crescenti di or; se vorremo delle serie descen- 

denti, o espresse per le potenze di — facciamo xr^-- , e sosti- 



tuendo questo valore nella proposta esprimiamo "come sopra il 
valore di y per una serie della forma y=/?H-/?^'>/-H/?^a)^«^ ec. , 

ed avremo la serie descendente jc=y-i--^ -4-^ 1- ec. Sia data 



X X 



per esempio l'equazione a?y»-4-aiy— c*a:=o, la quale posto 
ap=y diventa ja-nafey— c*=ro , e quindi è yzisìic quando tzzo . 

Adesso differenziando avremo •—:=— - -T , cioèp^'^ir— J» 

rfia"-(^:;^-(^j::j^, e quindi/>C.»)z=^^; similmente 
J' *'^=o,j3^*ìjc:— — -— -, ec; cioè la doppia serie 

X acar*"oc»x* 
Nello stesso modo mediante adattate sostituzioni si potrà dar» 
alla serie quella forma, che più piacerà. 

Sia $Klesso y una funzione qualunque di u-^x, che noi in- 
dicheremo col segno ^(u-kc) , la quale si voglia ridurre , com» 
sopra, in una serie ordinata per le potenze di xv avremo 

p ^=z{ : L-j facendo dopo le differenziazioni a?=ro. 

A. 3 ndx 

JWa la differenza n. di ?>(a-4-x) presa per rapporto ad ar e di- 



c=a=c :t -::pg_- ^ec. 
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▼Ì9a per dx è eguale alla differenza n. di f{ìi^x) presa per 

rapporto ad u e divisa per dn ; si faccia infatti w^x^zz^ e sarà 
d.<f>lz):::zdzp\z):izdz(p\iM'X); ora se la di£Pe]renza si prende per 
rapporto ad x posta u costante , sarà dzzzdx, e 
d.^{u^x):ruix(p\u^x) y Se poi si prende per rapporto ad u» sarà 
d,(p{u'-^x)z^u(p\u'^x) , e quindi 

( à'^ )^P'i'*^^)^^\ ■ \*"*"^J ; e ristesso si vede aver luog* 
per le differenze superiori. Avremd adunque 

/^^''^rr-^J /Al(±!±)\ facendo a=o, cioè 

a.o.. ../2\ , 7» . / 

du 

jr *=z iZLJ — , e quindi 

2.3. ,..ndu 

il guai teorema, che è dovuto a Tayhr^ ha un grandissimo uso 
nell'analisi degrinfiniti. 

Noi per ora ce ne serviremo per risolvere il problema se- 
guente: data una equazione qualunqae ai^zo tra le variabili x 
ed j, esprimere una funzione qualunque F delle medesime va- 
riabili p«ry senza x. Prendiamo x'-^x^^x' in luogo di x, e sia 
z' il valore di z quando x si cangia in x' ; e supponendo y co- 
stante avremo 

Per determinare la quantità X'^x' mediante questa equazione 
facciamo 

x-<r;=:^«'-f.J5z'a-HCz'*H-l?z'*-HE<f'»^ec. , 

e sostituendo questo valore néìÌB. precedente equazione, e para* 
gonando insieme i termini affetti dalle medesime potenze di z\ 
troveremo i valori della qnantità A^ B.C, ec 

Si abbia adesso la funzione F^ che si voglia svolgere :a 
una serie data per j, supposta l'equazione zr:o« Se- io J^ pon» 
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gliiamo ar'-Har— :r' in luogo di j?, e chiamiamo F la quantità, 
nella quale 8Ì cangia F ^ quando x diventa x\ avremo pel teore- 
ma di Taylor 

e ponendovi in luogo di ar— j?' il suo valore, otterremo F cosi 
espressa 

JrrFH-oz'-i-iz' ^.+^55' ' -H ec. 
Per determinare le quantità a, & , e, ec. si osservi , che in 
questa equazione la quantità x' non esiste che in apparenza, ma 
deve sparire dopo fatta la riduzione di tutti i termini; onde il 
differenziale di essa preso per rapporto ad x' dev'essere eguale a 
zero . Avremo pertanto 

quindi, se facciamo (;rT)=^^'79 paragonando insieme le me* 
desime potenze di z' avremo 

dFy 



^m=A.(<^) 






\6dxy \ a.ódx'» ' 



ec. 
Trovati i valori di a , i, e, ec, avremo F espresrga per una fun- 
zione di x' e diy ) onde siccome possiamo determinare x'a piacere 
acciò ottenghiamo F espressa per y senza x, facciamo ^'=/*, es- 
sendo /funzione di y. Si osservi 'che, siccome z e z' sono fun- 
zioni simili di ^ e di x', potremo usare z ed x in luogo di z' e 
di x' , purché ci rìcordii^mo poi di far da per tutto, terminate (e 

operazioni, arzzf. Sarà pertanto, posto -3=— ' (j^) > 
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fd.A-T-\ /d,Ad.j4'r-\ 



\dxf y^TdTf V a.j^x» f 



ec. 



facendo nel secondo membro dopo le difFerenziazìoni 
:r^/==funz.j. Chi desiderasse una maggior generalità nella so- 
luzione di questo problema , vegga una mia Memoria nel Tomo 
IV. della Società Italiana . 

Sia per esempio z una funzione di j? e di quantità cognite , 
e si voglia la radice x dell'equazione ssrx. Avremo Fzzx^ 

dF . j. 

^=1, e quindi 

j ^ A dA . .d.AdA 

XZ^X-^-zA-^Z^ A —r—k-Z^A — s-T-» — HCC. 

zdx ak.ódx^ 

facendo nel secondo membro x eguale ad una qualunque quan- 
tità cognita/. Ma perchè la serie riesca convergente , bisognerà 
prendere per /il valore prossimo della radice che si cerca; poi- 
ché allora la quantità z, che è =0 quando vi si pone il valore 
esatto di x, rìescirà molto piccola , se vi si pone in luogo di x 
un valore assai prossimo at vero . 

Se ponghiamo l'equazione zno sotto la forma x-^/^— ?fc=o, 
essendo/ quella funzione di y, che sopra sostituivamo in luogo 
di X dopo le differenziazioni, e (p una funzione qualunque di x 

e di j; avremo (j~)=i— (5^) » «* -^^ ^ — » « risolven- 

do questa quantità in serie 

^ — m-m'-m-m'— ■ 

e quindi 



Tom. IL 
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dx\ j__ / d*F V / d><p \ /dJ\ 

a.3dx» ) \a.3<irV \AÌdx^)\di} 

/ d3^ l d'^F \ 

Sostituendo questi valori nel precedente di F, ed osservando 
che z diventa — ^, quando vi si pone 0=/", avremo 

^■<^{SW(g)(SW®'(fW(S)-(S) 

la qual formula, pósto l-^Y=F* sì rìdoce manifestamente alla 
forma ' 

nel secondo membro della qual« si deve fare dopo le differen- 
ziazioni xz^f . 

Se ^ e jP sono funzioni di x sola , e ponghiamo fzzy » 
avremo 



arfa? a.3rfx* 

facendo xzzy, cioè 
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.a _ _ .«-^1 



•^ -^ -^ arfy ^ Tldy^ 

la qual' elegantissima formula è dovuta al Sig. de la Grange. 
Ifex farne un'applicazione sìa data Tequaziòne 

a— ftxH-cur*— tfj?*-t3/i*-^ec. =0; 
ponghiamola sotto la forma 



a ex»— «x'-f-A**— ce. 

^-7 r =^ 



e facendo F.^r=:x , ^.x:^ j^ *, avremo il valore 

M esiniA 

di X , cioè della potenza n, della radice dell* equazione data 
così espresso ; 

y -f-ny o^.y-f' — ^ !-£—-♦- ^ L-:!^ -!t-ec. 

•^ -^ ^-^ 2dy 2.Òdy^ 

purché si faccia y=-T- dopo le differenziazioni. Se per esempio 
si ha l'equazione a— ftx-i-ca?»=ro, cioè x— r-"""!*— ^> ®*'^ 

f.yzzi-^f e posta nzii, 

a a^c à^^e^ S.6a^c* 

Ma all'equazione proposta si può dare anche la forma 

jip».^.|. — ZIO; in questo caso sarà aJ.y= , soatituendo il 

e ox ^ ^ -^ cy 

qual valore, e facendo dopo le differenziazioni 7^=— avremo 

b a a^c ^a'c^ 5.6fl*c» 

e queste due serie rappresentano le due radici dell'equazione 
a^X'-^ox^zzx) . Si veda una MenK>r]a del Sig. de la Grange nel* 
hk Storia deW Accademia dì Berlino dell'anno 1^8., la quale 
contiene molte intereesanti ricerche in questa materia. 

Abbiamo vedute varie maniere di servirsi del Calcolo Dif- 
ferenziale per l'evoluzione delle funzioni in serie: alcune volte 
si ottiene l'intento mediante una sola differenziazione. Si deb- 
ba per esempio svolgere in serie la quantità 
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m 



{a^x^x>^x »^fx^^c.) Supponendo questa quantità 

eguale alla serie A-^Bx-^Cx^ -^-Ex^^^ te. ^ e differenziando lo- 
garitmicamente avremo 
m{b-¥'!icx'^iex a -». ec . ) «(S'-i-ac'ar-t-Sc'a: " -i- ec .) 

flH-èj:-i-ca7*-#.e;^*-f-ec. a'-Ht'a?-+-c'a7"-4-c'j7*-f-ec. 

„ ^-HaC^H-3£^«-4-ec. ^ rfducendo tutto al medesimo 

A-^Bx-^Cx ^ -^Ex » H- ec . 
denominatore , e paragonando i coefficienti delle medesime pò- 

m 
tenze di x troveremo -^= — , e 

a 
aa'B-^naVA^zio 
'^ma^bA 

aaa'CH-(/i-f-i) ab'B-^ 5inac'A:=io 
-^{m^i)a!bB'^{n^m)bV A 

— ^ma!cA 

3aa' J5-4-(/w-a)ay C-+- (a»-H i )ac'B-4- ìinat'A=o 
^m^2)a'bC'k'(n^m^i)bVB'^{2n^m)bc'A 

— {Q,m^i)a!cB^{n^2,m)VcA 

— ìma!eA 

J^'F'i'{n^S)ab'E'^(2ji-^2)ac'C'^ (Stm- i )ae'S-t. 4nafA=9 
-(wi- 3)a'iE-4-(/2-m-t-a) WC-4-(a«-w-f- 1 )ic'jB-4-(3n- /n)ie'^ 

-(a/n— a)a'cC-i-(/i - awi-H I ) J'c-B-i-(a»- aw)cc'-4 

— (3/w— i)a'e^-*- (/i— 3/»)i'«^ 

— 4mayA 
ec. 

In quest'equazioni i coefiìcienti' numerici dipendenti da n ed 
m verticalmente discendendo diminuiscono della quantità n-«-/if, 
andando orizontalmente crescono della differenza ;i— -i ; nel re*- 
sto la legge è chiara . 

Altre volte torna conto di passare fino ai differenziali se- 
condi. Così per esempio se dobbiamo svolgere in serie la quan? 
tità cos.a;, ponghiamo 



I 



r 



^ 
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C09.a::=i-H-4x*-HÌ?a:*-KCiF«-#-ec. 

« diiFerenziando due volte avremo 

-^08.a?=:2^-i-3.4jBa7»-i-5.6Cx*-HCc.=— I— -r4x«— ^07*— ec, 

e quindi ^z=— — , B= -^-r . C= rTTZ"» ^^^^ " *^ ^'*^" 

^ a a. 3.4 a.d.4-&.6 

tra parte . 

117. 

Passiamo adesso a veder Fuso del Calcolo Differenziale nel- 
la teoria delle curve. Sia data (Fig. 3.) la curva AMN riferita 
all'asse AP per mezzo delle coordinate rettangole AP^zx y e 
PMz^y, Prendiamo PQ^Axy ed inalzando dal punto Q Tordi- 
nata QN, e dal punto M tirando MO parallela ad AP avremo 
NCh^NQ-^MF^^y . Si conduca la retta AfZV, la quale pro- 
lungata incontri Tasse nel punto 5, ed MT tangente della cur- 
va nel punto M. Mediante i triangoli simili MON, SPM sarà 

NO : OM=MP : PS, cioè — =^ . Se MO va continua- 

mente diminuendo , il punto N anderà sempre accostandosi al 

PT 
punto M, ed il punto S al punto T; dunque sarà il limite, 

al quale va approssimandosi il valore di — . Ma — è il limite 

di ^; dunque.— r-= j- , e quindi la sottangente PT è = -^ , 

e Ita tangente MT=i/(MP^^Pr ):=:yl^(^^^-^y') . Tirata 

dy 

la retta MK perpendicolare alla tangente , sarà PK ^ che si 

chiama subnormale , = :^^ rr 2LZ. , e la normale 

FT dx 

MKziy'iPK^^PM^)= yi/Jd^'-^y^) . Se chiamiamo 5 Tar- 

dx 

co j4My sarà Tarco MN^z^s; e quanto più Ar diminuisce , 

As 
tanto piti il rapporto -^ si accosterà a quello della retta MN 

j^ivisa per ^, cioè a 1^' /^ "^ J / . dunque prendendo i li- 

Ax 
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miti avremo ^^.|/Vf!:tf^^ e rf5=)/(rf:t».w/j»). 

dx dx 

MP 
Siccome -prs è la tangente dell* angolo , che forma la ret-* 

ta MT con l'ascissa, ed 'p7p'=^'y^y sarà ancora ^ la taogeate 

dell'angolo MTP.. Se ^=o, l'angolo PMT(Fìg. 4.) sarà ret- 
to, e la tangente MT parallela all'asse AP. Questo succederà, 
quando al punto M corrisponderà una ordinata PM che sia un 
massimo o un minimo, cioè che sia maggiore o minore delle pro- 
cedenti e delle seguenti ordinate. Per ben comprendere come 
ciò succeda 9 sia j' l'ordinata che corrisponde all'ascissa jr-f^ff, 
ed y quella ch« appartiene all'ascissa rr—o, supposta o una 
quantità piccolissima. Avremo pel teorema di Taylor 
f dy ^ d^Y . S'r ^ d^y 

n dy d^Y . d^Y d^y 

'^ '^ dx udx^ a.otfjr* a.0.4^^ 

Ora acciò y sia maggiore di y insieme e di y" , o pure minoi# 

di y' e di y" , convien che sia ^ =0 . Posto ciò sarà 



d^y 



dx 
, s^ d^y ©* d^y o^ d^y 

•^ "^ a ax* a*oax* a.5 4 ^^ 

yzrr T-^H 5T^ 5-TT-T"*-^C' 

-^ *^ a lix» u.odxi ak.o.^dx^ 



Be j^ è una quantità positiva , sarà y minore di y' e di y , 9 



perciò un minimo, se ^-^ è negativa « y sarà un massimo: in- 

/• • O' d^Y 

fatti per la piccolezza di c^ in paragone di — . -j^ svaniscono 

u ' Y d^ 

tutti i termini se£uenti . Se -r^ è zso insieme con -~ senza 

che svanisca -7-^ , non vi sarà né massimo né minimo, essendo 

dx* 

y maggiore di una e minore dell'altra delle quantità y' , e y» 
Ma se ancora—^ =10, avremo un massimo quando j^ sarà n^* 
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gativa, un minimo quando gara positiva, e cosi io veguito. Gè* 

seralmente y se svanirà un numero pari delle quantità -^ » 

^-^f ^c. y non vi sarà né massimo né minimo; ae ne svanirà un 

ziumero dispari, la quantità y sarà o massima o minima. Sicco- 
me una qualunque funzione può rappresentarsi per l'ordinata 
di una curva , così il metodo de*massimi e de' minimi è di un 
grandissimo uso in tutta la Matematica. 

Passiamo alla ricerca del raggio dì curvatura. Sia (Fig. S.) 
una curva qualunque BDF circondata da un filo ABDF, il 
quale abbia una dell'estremità fìssa in F^ e l'altra sempre tesa 
lungo la tangente BA. Muoviamo l'estremità A tenendo il filo 
sempre teso, e svolgendo la curva BDF; è chiaro che il punto 
^ descriverà con questo moto una curva AHK . Ciò posto la 
curva BDF si chiamerà V evoluta della curva AHK^ e le pai*- 
ti rette AB, HD, KF àe\ filo si diranno i raggi àe\Y evoluta ^ o 
^ciggi osculatori^ o raggi di curvatura della linea AHK. S'in- 
contrino due raggi osculatori DH , FK nel punto 5, e preso 5 
per centro si descriva col raggio SMzizi l'arco di cerchio MN. 
E evidente, che quanto più il punto K si accosta al punto /f, 
tanto più il rapporto tra l'arco MN e l'arco HK della curva si 
accosterà al rapporto che vi sarebbe tra il medesimo arco MN, 
ed un altro descritto dal punto S come centro col raggio SH . 
Ora questo rapporto non è che quello di i : SH , il quale va 
continuamente approssimandosi al rapporto 1 : DH . Quindi il 
rapporto dell'unità al raggio di curvatura è il limite del rappor- 
to tra l'angolo MSN^ e Tarco HK della curva. Si osservi che 
l'angolo MSN è eguale all'angolo AZK meno l'angolo AVH, 
cioè l'angolo MSN è la differenssa finita dell'angolo AVHy es- 
sendo HK la differenza finita di AH. Dunque se chiamiamo 

R il raggio osculatore DH ^ sarà -^ il limite del rapporto 

LAVH ,. j .. „ .rr I dAVH 
" a >i#y * * chiamando perciò s I arco -4// avremo -^rr — • 

Per togliere la difficoltà che potrebbe nascere dell'aver noi so- 
stituiti gli angoli agli archi che ne sono la misura, si osservi 
che nel cerchio del raggio m è la medesima la differenza finita 
ed il medesiibo il differenziale tanto dell'angolo quanto delibar- 
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co che lo misura. Posto ciò se prendendo AP per l'asse delle 
ascisse riferiamo la curva AH alle coordinate ortogonali x ed 
y , avremo ds : danzi : sen, AVH , ds : dyzzi : cos.AFH, , e 

dsd — 

quindi sarà d.AVH= ttftt' = » ® perciò Kzz—rr . 

^ co&.AFH dy d — 

* ds 

^^d — 
,* //r I , dx dx ' dx . j . 

Ma-T-= .. — , e rf.-r-zr-: j quindi; 






A^-£) 



^'-^^^ • '«-■■^» p" (-£) 



a .« « ^' 



—- , ^^. , . . , , il suo valore ^ . 

dy \ dx^f «a?* 

ds^ 
avremo ancora i?=: ; e finalmente se si osserva ch\^ 

-^sd.^ 

è altresì d.AVHirt — ' ... — ^= 1, si avrà quest'altra- 

wn.AFH dx ^ 

espressione JFJizII . Ordinariamente si sogliono distinguere i 

dy 

^'dl 
casi della curva AH concava o convessa verso Tasse APy e per- 
ciò 8Ì dà il doppio segno al valore del raggio osculatore; ma 
questa considerazione è inutile , perchè il raggio osculatore deve 
sempre cadere dalla parte concava della curva , come apparisce 
dalla costruzione precedente . 

Quando una curva AFK (Fig. 6. ) è in parte concava e in 
parte convessa verso Tasse AP^ il punto F che separa la parte 
concava dalla convessa 'si chiama punto di flesso contrario , 
quando la curva giunta in F continua il suo corso verso la me* 
desima parte, si chiama punto di regresso (Fig. 7.), quando la 
curva si rivolta indietro dalla ^arte della sua origine. Nelle 
eurve^ che hanno un punto di flesso contrario » T ascissa AP 
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crescendo continuamente la retta AT cresce essa pure, finché 
il punto P cada in E sotto il punto F di flesso contrario, dopo 
di che essa va diminuendo: onde AT essendo riguardata come 
una funzione dell'ascissa deve diventare un massimo AL quan- 
do il punto P cade sul punto cercato E . Nelle curve che hanno 
un punto di regresso la retta AT crescendo continuamente , 
l'ascissa AP cresce finché il punto T cada in £/, dopo di che es- 
sa va diminuendo; quindi AP essendo riguardata come una 
funzione di AT deve diventare un massimo AEy quando il 

punto T cade in JL. Ma AT^^ x; dunque sarà 

'- -=o nel primo caso^ e 2 ^o nel secondo, e 

posto dx costante , — ^- — :=o, o pure "i - =so. Sia dyz::pdx 
r equazione della curva, ed avremo nel punto dì flesso contra- 

"^^1^=^' ^^^* 5^^^' ® ^=^ ^^^ P'^"*^ ^^ regresso . 
Si osservi però che qui hanno luogo in tutta l'estensione quel- 
le riflessioni, che abbiamo fatte di sopra intorno ai massimi ed 

ai minimi, cioè affinchè l'equazione •^—zz.o dia un punto di 

flesso, conviene che il valore di x ricavato da questa equazione 

d^ Y 

non faccia svanire ^-^ , o se questa quantità svanisce, svanisca 

d^y d^y 

altresì j— non svanendo r— j- , e così in seguito . 

Mostriamo adesso l'applicazione delle cose esposte a qual- 
che caso particolare. Sia la curva AMN (Fig. 3.) una parabo- 
la, alla quale si voglia condurre la tangente MT. L'equazione 
della parabola è y^z^zax*^ dunque sarà jdyzzddXy e la sot- 

Yux V* 

tangente "^j-rr-^^aaTZS al doppio dell'ascissa. 

Sia la medesima curva una iperbola, espressa dall'equa- 
zione 3r>=:—(jp'«4-2a^); avremo j</y= — (xH-a)^x, e la sottan- 

Tom. IL 7 
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gente PT= rrr' — := » ed -47^ , e facendo x m- 



finita u47s: — =» . L'angolo ATM ha per tangente 

■^=: — -i ! , che diventa — =— , allorché x è infinita. 

Dunque se prendiamo AHzza , e dal punto A alziamo sulla li- 
nea delle ascisse la perpendicolare AE^zb, la retta HE prolun* 
gata sarà la tangente ad un punto infinitamente lontano dell' i- 
perbola, cioè non incontrerà mai la curva, quantunque conti- 
nuamente vi si accosti, o pure sarà il di lei asintoto . 

Sia proposto di trovare la massima o la minima ordinata 
neir^Uìsse, che ha per equazione a>y>=&^(a'— ^^), le ascisse 

partendo dal centro . Avremo -3L =^ — ^ ^— — ~ — ^ zso , 

dx a^y a)/(a»— X») 

cioè x:^o\ e siccome ..^zs-» — ■ ^ è ne- 

dx^ a|/(a"— j?«) £ 



a(a*— 07*) 



gativa nel caso di x:sOy l'ellisse avrà la massima ordinata cor- 
rispondente all'ascissa xzzo , cioè nel centro . 

Si debba dividere una quantità a in due parti in modo » 
che il prodotto della prima parte elevata alla potenza n nella 
seconda inalzata alla potenza m sia un massimo o un minimo • 
Chiamata x la prima parte, sarà a— -:r la seconda » e perciò 

X (a— x) la quantità , che deve diventare massima o minima : 



aunque 1 U^Jiznx (a-^x) <— inx (a— x) ^=o, cioè 

dx 

n(a-*x)— /n^r=^o, ed x=r . Supposte tt» ed ti positive la se- 
conda differenza è negativa ; dunque il prodotto sarà un massi- 

j 1 j _., na fila 
mo. quando le due parti saranno , . 

Cerchiamo il raggio osculatore del cìrcolo , il quale ha per 

eguazione r^rsaao:— x* . Avremo -Z =: — , , 

^ -^ d» |/(aax— X») 
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dxi 



A 



aj:»/ . . . 



-j — ^=a» cioè il raggio osculatore è in qualunque 

j 

'dx 

punto eguale al raggio del cerchio » lo che riduce V eroluta ad 
un punto solo, che è il centro. 

Sì voglia il raggio osculatore della parabola (Fig. S) che 

ha per equazione ya=zaaa?. Avremo-y^zz — ^ — , 

dx \y^ax 



> e 



^^ aa:r|/aaa? ~ %x\/%ax\ àx^f ~ %3i\/^' 

i i 

quindi it= i — ^ • : sr 1 — / ^^^ facendo orrro 

%oiY%x ^x\/^ax ya ' 

abbiamo /i=a, e quindi la retta ABzza. Se vogliamo r equa- 
zione dell'evoluta BD^ tiriamo sull'asse AB la perpendicolare 
DR^ e la perpendicolare DE sulla retta HP prò 1 unga ta^ e sia 

BR=t, e DR=u. Sarà PF=S^ zza, e perciò 

Hr=j/(aax-M«) ; ed i triangoli simili HPV , HED ci da- 
ranno HV : HDzzPV : DE=2.x^^ , PV ; DE=HP : ifjB 



=t/aax-t. aaj/aaar ^ ^^^ abbiamo DEzzBR^AP-^-AB , ed 



HE=RD^HP; dunque /=3a?, w=rffL:^5ff., cioè a7aM»=8/»: 

a 

e perciò 1* evoluta è la seconda parabola cubica. 

Se si propone di trovare il punto di flesso contrario nella 

*)lfi/{%Cl^mi^X * ì 

curva, che ha per equazione ^^-i—l ^ . ■ , avremo 



Sa ELEMENTI 

dx (x— a)»l/(2aar— 07») ' dx^ (x— a)»(aajr— J?a)|/'{2aa7— x») 
_ «3(.3a--^a) ^^.^^. ^^^^^^^ rfay_^ ^^^^^^^ 



(ar— a) * (2a— a'))/(aa J7— ir * ) rfo:* 

ino l'equazione a:*— 3a»=:o, cioè a7=:rfca|/^3 , de'qaali valori il 
solo xizza^/i corrisponde al punto di flesso contrario . 

Cerchiamo il punto di regresso nella seconda parabola cu- 
bica, che ha per equazione y^zzax^ . Sarà in èssa 

XI I 4 

rfr a 3 3 <^*r a 3 3 j r j ^'^* 

-r-=:-3^a 0? , e -T-T^ ^ ^ -.dunque facendo -j — =:o , 

avremo a:=ro , e perciò il punto cercato è nella origine delle 
ascisse . 

Per non ritornar più sulle medesime cose, accennerò bre- 
vemente i principj y dai quali si deduce la quadratura, e la ret- 
tificazione delle curve. Sia data (Fig. 8) una curva AMN con 
le coordinate APz:zx ^ PMzzy, e posta PQ=:Aa:, e tirata la ret- 
ta MN, e ia retta MO parallela ad AP, sarà NChzAy. Snlla 
retta AP con un lato costante AB , che si prenderà per l'unità, 
si descriva il rettangolo ABLP, e sì prolunghi la retta BL ia 
K. Se chiamiamo E lo spazio AMPy sarà lo spazio curvilineo 
PMNQprAE y il rettangolo PLKQp:\X^^^x!^^ y «d il trapezio 

rettilineo PitfiVQ=22::Ì::^A:r. Quanto più il punto N si ac- 

costa al punto M y tanto più si avvicinano ad essere eguali i 

due rapporti^—, -^ . Dunque prendendo i limiti di que- 

sti rapporti avremo -j^zzj, e dE=ydx. Quindi se cerchiamo 

quella quantità , di cui il differenziale è ydxy avremo il valore 
di E, cioè la quadratura dello spazio curvilineo APM. Questa 
ricerca appartiene al Calcolo Integrale , di cui parleremo in 
seguito . 

Per la rettificazione delle curve abbiamo ^ com'è stato det- 
to di sopra, dszn/{dx^'i^y^) . Quindi quella quantità, che ha 
per differenziale \/{dx^'^y^) y ci darà la lunghezza dell'arco s. 

^upponghiamo adesso che la curva AMN (Fig. «) si rav- 



D' ALGEBRA P. III. S3 

Tolgft intorno Tasse j4P, e 8ia S la superficie descritta con que- 
sto moto dalla curva AM. Se indichiamo per/? il rapporto del- 
la periferia dei cerchio al diametro è noto che la superficie ge- 
nerata dalla corda MN è zzpiMP-^NQjMN 
=p{a3r-#^Ay)l/(Axa-i-Ay*) , e quella prodotta dalla retta LK è 
^z^pLx a motivo di LP^zABzzì ; quindi il rapporto di quelle 

due superficie sarà ^•^"*' . Z^(Ax*H-Aya) ^ ed il limite di questo 

rapporto sarà =-lkl!Lf 2U . Ma quanto più il punto iV si 

dx 

accosterà al punto Af , tanto più il rapporto precedente si acco- 
sterà a quello delle superficie generate dalla curva MN y e dal- 
la retta LK ^ il qual rapporto è = — ^, ed ha per limite — -j-, 

dunque avremo dSzz:fipy\/{dx^'^y^) ^ la qual formula serve a 
trovar la superficie di ogni solido di rivoluzione • 

Poste le medesime cose chiamiamo 2 il solido generato dal- 
lo spazio AMPy e sarà A2 il solido prodotto dallo spazio curvi- 
lineo PMNQ . Il cono troncato generato dal trapezio rettilineo 

PMNQ è - P'PQ^^'-^NQ.MP^MP") 



;=^-^(3y*-4-3yAj-HAya), ed il cilindro nato dal rettangolo 
PLKQi^J^x; quindi il rapporto di questi due solidi è 
=: ^^' — , ed li limite di esso e =:y* . Ma questo rap- 
porto» allorché Ax diminuisce , va sempre più accostandosi a 
-^, che ha per limite -— ; dunque eguagliando questi due li- 
miti avremo per la misura de'soljdi di rivoluzione la formula 
d^zzpy^dx . 

119. 

Nel dedurre il differenziale di una funzione dalla differenza 
finita abbiamo trascurate le potenze di Aar, Aj, ec. superiori al- 
la prima , in modo che essendo 

AjBzr^AaM-SAy-f-CAara-i-lJAxAy-i-jBAya 
^jPAar»-i-GAaraAj-4.HAx^>-4-7Ay«^ec. 



\ 
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abbiamo detto essere dzinAdx-^Bdy . Questa regola generale 
ammette una eccezione : sia znzo l'equazione di una curva , la 

dy A 

quale differenziata alla maniera solita ci dia ^:=— -^, se alcu- 
ni valori particolari di a? o di y rendono A e B eguali a zera 
nel medesimo tempo, avremo in questi casi ^=: — , cioè sarà 

dy 

j^ sotto una forma indeterminata, che non c'insegna qual aia 

il suo valore. Data per esempio l'equazione 

a(y— ft)a— ar(ar— a)*=:o avremo -r-= —, n ^» «^ ® chia- 

ro che la supposizione di arzza^ o di j:=& rende nulli i due ter* 
mini del rapporto -— . Per trovare il valore di ^r ^^ questi ca- 
si, convien riflettere che , quando A e B sono =0, la differenza 
finita diventa 

AanzCàx • ^D^x^y-k-E^y ■ -^FAx » -h ec . , 
e quindi dziizCdx^-^Ddxdy-^Edy^ , Nell'esempio precedente 
prendendo la differenza finita dell'equazione fl(y-i)a-j;(ar-a)*zro 
troviamo l'equazione aa{y— A)Aj.4-aAy" — (3x — a){x'^a)Ax 
— 2(:f— a)Aa?^— j;A^*— Aj7»=:o, la quale supposta a:=a, o jcri, 

diventa j^rriH- — , e quindi prendendo i limiti abbiamo 

dy^ . . dy 

j-^m ; dalla qual' equazione ricaviamo due valori di ^, cioè 

j , e —I , e perciò nel punto, ove sczza^ passano necessaria- 
mente due rami della curva, i quali hanno una tangente diver* 
sa, cioè quel punto è doppio. 

Potrebbe avvenire, che alcuni valori particolari di x, e di 
y rendessero' nulli nel medesimo tempo non solo A e B^ ma an- 
cora C, Dy ed E . In tal caso l'equazione delle differenze finite 
sarebbe AzzzFAx^^GAop^Ay^HAxAy^-^JAy^^ec, e quindi 
dzz^Fdx^-^Gdx^dy-^Hdxdy^'k'Idy' . Se per esempio avremo 
l'equazione y* — axy'^x^zzo ^ l'equazione delle differenze nel 
caso di x=zo sarà Ay* — aAxAy^^Ax^^no , e quindi 
dx* a dx . , dx . ^ , . . /« ya 

dp-J • 5^=^' ^'^^ dp ^^«^^ ^'"^ ^*^^" ^' K T' ^ ^Ì< P 

i quali indicano che il punto in questione è un punto triplo « 



o 



v: ?•' '--*" 
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perchè passano per esso tre rami diversi di curva*. In generale il 
grado di moltiplicità di un punto saràTistesso, che il grado del- 
la equazione differenziale . Se questa equazione avesse qualche 
radice immaginaria y vi sarebbero tanti rami di curva invisibili , 
quante sono le radici immaginarie : i punti , ne' quali ciò succe- 
de, sono staccati dal resto della curva, e si chiamano punti con- 
iugati. La medesima equazione avrà delle radici eguali, al- 
lorché ne'punti in questione più rami della curva si tocche- 
ranno. 

Data una curva facilmente potranno ritrovarsi i di lei pun- 
ti moltipliciy se ne avrà. Sia z=:o 1* equazióne della curva; pren- 
dendone la differenza finita facciamo ^=0, Bzzo^ e la curva 
avrà tanti punti moltiplici , quanti sono i valori di y dedotti da 
quest'equazioni, che con i valori corrispondenti di x soddisfano 
no air equazione c=:o . Per giudicare della moltiplicità di que- 
sti punti si osservi , che il punto sarà doppio se i valori dedotti 
dall'equazioni ^r=o, e B:z:o non soddisfanno che all'equazione 
z^o; sarà triplo se mandano a zero anche i coefficienti C, D, 
E; quadruplo se fanno inoltre svanire le quantità Fy C, H, /, 
e così in seguito. Si cerchino per esempio i punti moltiplici 
della curva, che ha per equazione y* — x»(ar— i)'*=:o. L'equa- 
zione delle differenze sarà ; 

5y a Ay^x « (x— I )(5x— 3) Ax-H3yAy •— ( i ex • ->- 1 ax »-i-3x) Aa; « 
,|.Ay»— (ioa?«— 8x-f-i)A»»— (5ar— a)Ax*— Aj7*^30. Facciamo • 
3j"=o, x"(x — i)(5x-*-3)=ro, ed avremo yiso, ed x=ro, xrsi , 

3 * 3 J . 

xzz-^'y de'quali valori i-I solo ^v=:-^ non soddisfìi all'equazione 
o o 

della curva. II punto corrispondente alle coordinate xzzi , ed 
^^o sarà doppio, ma quello che corrisponde alle coordinate 
aPT^o , ed j=ro sarà triplo , perchè onesti valori di or e di y fan- 
no svanire i coefficienti di Ax' , e ai Ay» . 

Suppohghiamo adesso che sia data l'equazione differenziale 
Adx-^Bdyzzo y e che'qualche valore di x e di j renda nulli nel 
medesimo tempo 1 valori di ^ e di JB. Per trovare in questo cap 

dy 
so il valore di ^, converrebbe che si avesse l'equazione finita 

tra X ed y , dalla quale si dedurrebbe l'equazione delle dif- 
ferenze finite 

^Ar^jBAjr^CAjr>H-jDAxAy-i-£Aj*-^JPAx '-f-ec. =0, 
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e qaindi, allorché A e B svaniscono nel medesimo tempo, si 

avrebbe il valore di -f- dato dair equazione 

e pure dall* equazione 

^ ' dx^ dx^ dx 

quando J5J, X), C, B, ed A «vaniscono insieme, e così in se- 
guito. Bisogna dunque trovare l'equazioni (a) e (b) ec. , quan- 
tunque non sia data l'equazione finita tra x e.d y , Sia pertanto 
/'Ifar, j)=zo Tequazione, che differenziata ci darebbe 
Adx-¥^Bdy:izo\ ed avremo pel teorema di Taylor 

e pel medesimo teorema 

Ax^/d^F{x,y)\ 

a.3\ dx* / 

Quindi sostituendo di sopra questo valore, e ponendo per più. 
semplicità F in luogo di F{x,y) avremo 
F{X'-¥^^x , y-^Ay ) — F{x , y) , ci oè 

•' V ir/ •'^ \ <^xa(x ~ a \dx»d}) 

. "*" a.aW»/ 

Qaindi l'equazioni (a), (i), ec. saranno 

<») (S)''"*=(^H5'*(^)''3"=<'' 

ec. 



H-ec. 
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Ma r equazione differenziale (-j--War-Hf^W;y=:o deve combi- 
nare con la proposta AdX'^Bdy:=zo ; quindi avremo 1't\:iMA^ 

— jrsilfJB. Adesso T equazione (a) si deve usare quando A e B 
sono insieme eguali a zero; avremo dunque ìm questo caso 

e sostituiti questi valori l'equazione (a) diventerà 

Se -oltre ad essere A e B eguali a zero y anche i termini di que- 
• ta equazione tutti svaniscono» cioè se 

(^)=(S)=(^)=(^H' ^°^''''"»*' ?••»" ««'«qo^ioM 
(A), ed in questo caso avremo (-Z^)=^{-^)» 

l^j-j j=:il(f f-^-j-j, e l'equazione (b) diventerà 

e così in seguito. Adesso è facile il vedere , che T equazioni (a) , 
{h)j ec. nascono dalla continua differenziazione deireqnazione 
data Adx-^Bdyz^o nella ipotesi di dx e di dy costanti. 

Si può quindi trovare il valore di una funzione di x e 

di y^ la quale diventi — in qualche caso particolare. Si faccia 

questa funzione =^^9 ^ mediante la replicata differenziazione 
nella ipotesi Ai dx ^éì dy costanti si otterrà il ricercato va- 
lore di «^ . 

dx • 

Si cerchi per esempio il valore della frazione 7~~» 
Tom. IL 8 
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quando x ed y sono sro. Si ponga -^— ^^'T' » ^^^ 

(ay— aijF)rfap— (3j— fla7)rf)cro , e differenziando avremo 
adxdy-^ubdx^'^idy^'^^ulxdyzizo f cioè 5 -^ — ^^7" -i-afcro » e 

quindi g= «=q/(^'-6^) . 

Si Toclia il valore della frazione o/ *"% ^ » quando 

xzrOf ed ;yr=i . Ponendo questa frazione zr^ avremo 



(3(j— i)*— «x")rfy— (aflj7(y— -i)— 4*j?»)rfa:=ro , e differenziando 
due volte 6(y--i)rfy*--4*aprfj?rfy--aa(y— ■i)rfj?*-t-iaia?«flfjp*=:o , 
e 6rfj' — 6adx^dy'¥'ak4^xdx*z:zo, e nel caso di xzzo, 

Si cerchi il ralore della quantità ^~K^^ ""'"^ ^ , allorché 

X 

a:tro . Facendo questa quantità =:x" «^v^^®™^ * 

x^dy^adX'^3\/(€L^'^<x:^) e differenziando 
^xdxdy^z-^ , cioà ^zz— quando xzso. 

Per trovare il valore di '• ^ , quando a: è un an- 

sen .X-4-C0S .X— >! 

golo di 90. gradi, avremo (i— -8en.:r-HC08..r)(ix 
={sen.a?-f-cos.a>— i)</j , e differenziando — (cos.a;-i-sen.ar)</x* 



=(cos.x— «en.x)drxdy, e quindi ^7^=1 , allorché «=90® 



dx 

X 

Finalmente per ottenere il valore di x quando 

•^ 1— ^-f-log.a? ^ 



STI, abbiamo {x '^x)dxzz{i-^x^og.x)dy ^ e differenziando 
{x '(i-4-log.j7)— jy^r^^rf— — I jrf^dy. Ma siccome la supposizio- 
ne di 0*=:! fa svanire i termini di questa equazione, differenzia- 

mo di nuovo , ed avremo (x (i-Hlog.a7)a-«-^ )dx^=>-'-^dx^dy^ 

dy * 

e quindi ^ =— a allorché xzns . 
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Di qni ài vede generalmente, che qUando il numeratore ed 

il denominatore di una frazione -^ svaniscono nel medesimo 

tempo, essendo A ^ B funzioni di una sola variabile x^ il vaio- 

re della frazione per questo caso è rappresentato da ! — , ove 

dT^.B 

a è il primo differenziale, nel quale il numeratore d'^ A ed il 

denominatore ékB non svaniscono insieme. 

IdO. 

Passiamo adesso a mostrar l'uso del Calcolo Differenziale 
nella risoluzione delle funzioni fratte. Se una frazione è ridotta 
tale» che il numeratore abbia minor dimensione del denomina- 

tore» essa si può risolvere in tante frazioni della forma , » 

^ a I VX 

ove A è costante , quanti sono i fatfori diversi a-^x del deno- 
minatore. Infatti se si prende la somma di tutte queste parziali 
frazioni, il denominatore della quale sarà eguale al denomina- 
tore della funzione data, dal paragone de* numeratori si potrà 
dedurre il valore delle costanti A . Così se fosse data la funzio- 

i-t-ajp i-4-ax A B A-^(A^^B)x 
ne-- •, avremmo—^ rr=:— h zi \ r-^, e quin- 
ari i-4-a:) ar|i-*-cr) x i«i-a? :r(i-Kr) ' ^ 

di Ai^i , Ar^B:^%, cioè B^zii . B^a queste frazioni si potranno 

P 
più facilmente trovare nel modo seguente • Sia jr la funzione 

data, e si debba trovare la frazione parziale ^ , che si deve 

al fattore a^x , supposto che Q non abbia altri fattori eguali 

ad a^x. Sia Qpd(aXix)Sf ove S rappresenta il prodotto degli 

PAH. 
altri fattori del denominatore, e ponghiamo -gsr ; -♦■ ^: ri* 

ducenclo al medesimo denominatore avremo 75 =r — 7— rnrs — '* 

e quindi R:z: ; — • Siccome il dev'essere una funzione iute* 

^ a^^x 

ra, converrà che aia F-^AS divisibile per a-H&x, e perciò 
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P-^ASzzo posto a^arzx) . Avremo danqae -^rr^sr ^^ 

facendo a^xriro: ma il numeratore ed il denominatore di que- 
sta frazione svaniscono in questo caso ambedue; dunque 
j (a'^x)dP'^Pdx hPdx - j j i j«ir 

-4= ■= ^ facendo dopo la dinerenziaaione 

bla proposta la funzione fratta 



a:— « • a:/ 1 -kc){ i— or) ' 

^ ^' A" 
la guale si debba risolvere nelle frazioni — , , • Avre- 

mo -4= » facendo ap=:o, cioè A^:z\ ; ^'= fa- 

cendo a;=i— -i , cioè ^'=—1 ; A^'^z "2^ ^ — ' facendo ap=:i , 

cioè ^":=:— I ^ e perciò le tre frazioni cercate saranno —, ^ , 

1_ 

1— « * 

Se il denominatore Q contenesse pìii fattori eguali ad 
a-^ix, nella quantità .^ il denominatore cfQ avrebbe il me- 
desimo fattore cnJfX, e quindi risulterebbe ^=— , cioè più non 

si potrebbe adoprare il metodo precedente. Ma in tal caso si 
considereranno insieme tutti i fattori eguali, e ciascun fattore 

((EH^x) ci darà le frazioni parziali 

A A' A" ^^'*""') 



t • • • 



O'^X 



Sia 



P_ i A' A" A^"^^> R 

^— H^. — ■ — ^ • • *""*" ~ .1 , * "5^* 

e sarà 

jf^ P^^(A^A'ia^x)^A"{a'hhx)^ ^'^^\a^xf''^ ) . 

(o-hìj?) 
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Ora dovendo essere R lina funzione intera, ed S non essendo 
divisibile per a^^ix , conviene che la quantità 

^^A^A'(a^x)^A"{a^x)^ ^ A^'^^^an^x)^^^ sia 

difisibìle per (a-h&x) . Dunque questa quantità, e le di lei 
differenziali fino a quella dell'ordine tz— i inclusivamente do-» 
V ranno svanire nella ipotesi di a-^'bxzzo. Av iremo perciò 

P P 

_^^=:o, _ -4^'=o, -— il— aA»^^'=o, ec, cioè 
S dx dx^ 

P P P 

b:£, Azzrr^, A'^zz -_Ì- , ^'"=: _-Ì_, ec. facendo do- 



pò le differenziazioni jc=— -r * 

Sia data per esempio la funzione — — ; -. : avremo 

quindi ^=1 , Azoo^ ^"=r— i , cioè il fattore ar» ci darà le due 

frazioni parziali — - — — . 

Se il denominatore Q avrà più fattori immaginar] , è noto 
che due di essi danno il fattore reale di secondo grado 
a» — 2flAj7Cos.flM-i»a;* . Supponghiamo in primo luogo, che que- 
sto fattore sia solo , cioè che non ve ne siano in Q altri eguali 
ad esso, sarà la frazione, che a lui conviene, 

-T r — r- — . Per determinare ^ e J? si osservi, che 

a 9— ao^j^cos .fM-6 ^«s? ^ 

P_^ P A- ^Bx R 

di Rzz r ^ . j, -r , e poiché R è una funzione iute» 

ra, sasà P— (-4-HBa?)5=:o allorché a*— aaixcos.^-i-Jaar«— o* Ma 

Q 

5=-- , ^ — nr^> dunque nel caso del denominatore =0 

sarà il valore di iSrr-j— r- ^ -----ed in conseguenza avie» 
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07=— (co».?ttl/-isen.fJ). Mediante questa sostituzione diventi P 
b 

della forma />'d:P'l/-i . e ^^^^^co. fjds ^'^^ ^°"°' 
Q'rtQ'j/— I , ed avremo le due equazioni 

P'-.P" j/-i-.(^-f.B|-.cos.?>--|/-isen.?^)(Q'--QV-i)=o , 
dalle quali ricaveremo i ricercati valori di -4 e di 5. 

Consideriamo nella funzione ^^,^^^^2) '^ fattore i-hj;« , 

ove a=i , 4=1 , e cos.^fao ; ^=i3x*-H5ar* , e quindi l'equazio- 
ne I— (^-♦-JBjr)^^Ì^=o. Posto i-Ha?«=o, cioè j:i=dt|/— i 



questa equazione diventerà i— (-^dziSj/— i)(ifI/— i)=:o, dalla 
quale si deduce A=:d, e 5=i . Quindi la funzione ^^, ^^^. si 

risolve nelle frazioni — - — — -4. — — ■ • 

Abbia in secondo luogo il denominatore Q il fattore 

(/»*-^aaiarco8.<^-4-i*a?*)", e questo fattore ci darà le frazioni 
A^Bx A'-hB'x 



(a»— aflA:rcos.?J-t-i"x«)'* (a»— aaJarcos.fl^H-A'o?*)'*"' 

(flt«— aaéxcos.^M-^**) 
e si troverà come sopra che la quantità 

^ — ^— Sor— (^'-hB' j:)(aa— aoAarcos. ?M-ft » jt ») 

— (.4"H-B"^)(a*— 2aixcos.<;J-i-A«a?«)»— ec. dovrà svanire essa ed 
i suoi differenziali fino a quello dell'ordine nr-^i inclusivamen** 
te faella ipotesi di a«— aaiJ:cos.jM-A*a:»=;o. Dunque avremo 
questa serie d'equazioni 
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— — u4 — Bxzzo 

ò 



%dx^ 

ec. 
nella supposizione di a'-^2aia7COB.^-+-i*x^=:o. Perciò facendo 

ir=:-r-(co6.^:t)/'— i.sen.^) avremo tant' equazioni, quante sono 

le quantità da determinarsi A, B, A\ B\ ^c, 

121. ^ 

Abbiamo di sopra insegnato a trovare i massimi ed i mini- 
mi delle funzioni di una sola variabile: sia adesso z funzione 
delle due variabili or ed j, le quali non abbiano tra di loro al- 
cuna particolare relazione , e si voglia sapere quando z diventa 
UB massimo o un minimo • Sia z' il valore di z quando vi si po- 
ne x:^€bin luogo di a?, ed y^z§ in luogo di y, essendo a e ^ 
quantità estremamente piccole: avremo 



„ z"' z^"" z^ 



ec. , 



z 



^ a. 3 2.3.4 
ove sarà (119) 

'"=•© * "(1) 

ec. 
Ora affinchè la funzione z sia un massimo o un minimo , biso- 
gna che sia z"zzo; e siccome tanto le variabili or ed y, quanto 
le quantità à e fi sono tra loro indipendenti, converrà che z" 

svanisca, qualunque siano <» e /?, cioè dovrà essere (x:)=o 9 ^ 
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(—j^zo. Da gaeste due equazioni 8i ricaverò irr=a,y=:&, e que- 
sti valori di j? e di j renderanno la funzione proposta z un mas- 
simo o un minimo. Siano F, F', F", F"", ec i valori di z'\ 
«'",«'*', «*^, ec. , quando x::za,'y:sb, e nel medesimo caso sia 

0)=^. {^)=»' {^>^- m>^- tó"^H- 

Le quantità F', i^**^, ec. si possono mettere anche sotto la for- 
ma seguente : 

ec. 
Quindi si potrà giudicare , quando la funzione z diventa massi- 
ma, quando minima: essa sarà minima, allorché indipendente* 
mente dai valori di a e di ^ la quantità f^' sarà positiva, lo che 

M motivo de' quadrati (oh — -p) , e j?^ necessariamente positivi 

succederà 9 quando A, C^e C -j" ^^ saranno, o sia quando A 

« C essendo positive sarà AC^B^ . Viceversa la quantità z sarà 
iin massimo, quando Ae C saranno negative, ed AC^B* . 
Quindi, se A e C essendo nulle B non lo sarà, la funzione z 
non sarà né massima né minima. Se ^, JB, e C essendo nulle 
non sarà jP''=u), non si avrà né massimo né minimo; ma se F' 
ed F" essendo =:o, P^ sarà una quantità positiva*, la funzione 
z sarà mìnima; la medesima sarà massima, quando F^ è nega- 
tiva. Ora F^^ sarà positiva, quando le quantità A", JB", 

« 3C"— — jt; -^ son positive, sarà negativa, quando quel- 
le quantità son negative , e cosi in seguito. 
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n 

Sia per esempio xnx -4-y -•-(i — x — y )''* la funzione , 
"di cui si deve cercare il massimo o il minimo; avremo 

71—1» 



ì-pìzznx -WMP (i— j: -^ ) =30 , 

(dz\ 71"— I 771—1/ 77* Wv 77» __^ J«ll^ T 

^l=»y — Tiy (i— X — y ) =0, dalle quab equa- 
zioni si deduce xzzyzzi — 1--. . Per giudicare del massimo o 

K 5 

del minimo si cerchi 



—J=n{n^i)x -«(771^1)0? <i-x -y'O 



m 



.a/n— a,_ ^w ^771 j» /^**\—«rn— .w**"^ 

71-7» n«-a7it 



/ V «A/n— fty .w 771. m /d^z \ , V 7 



(\ 771""^/ 17* W*v 77* _/_ v 1*77*— A/. 77* 77** US 

»*-i)y (i-a? -j ) -«-»(/*-77*)y. (i-a? -y ) , 

♦ 7l«r-SI77* 

(^)=«(»-m)x'»-V'"-'(^-''-^'^~^ . Quindi «ir* 

A:=z2n(n^m) ^ , G=a7*(7*— 7») , JB=zn{n^m)— — e la 



j /7* 3 I» 3 77* 

condizione AC>B^ avrà luogo; posti 7* ed 79* numeri positivi, 
le quantità A e C saranno positive se n>my negative se 7*<m: 
jié' medesimi t»n la funzione s i^rà minima o massima • 

Se is è funzione delle tre Vàri4bilì Xy y^ eà Uy chiamando 
s' il'valore che ìessa rioeve» quando in luogo àix^y^ ed u vi si 
pone xàaAy y±§t u±f , ove ^ » ^ , e f son quantità piceo- 
ìissime, avremo 



f f, * « 



""a^^O*"®^'' 



-essendo 
Tom. IL 



• . * 
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•"=»G")-^(I)-'S) 



I 



ec. 
Nel caso del massimo o del minimo dev'essere z"zaD, cioè 

(5^)^^' \Ti^^^^* \Tr^^ ' ^ ^* queste tre equazioni si ricave-» 

ranno i valori dì i^ y y ed u, che rendono la funzione z massi» 
ma minima. Supponghiamo che sostituiti questi valori le 

quantità (gf) , (^) , (^) , {±^ , (■^) , (^) « 

cangino respettivamente in A, By C, Dy Ey Ey e, per giu- 
dicare del. massimo o del minimo converrà esaminare se la 
quantità Aa,^^¥^B(^'^^*'^2,Day'^fiE^Y^Ey^ è positiva o nè^ 
gativa. Questa quantità si può mettere sotto la forma 

siccome inoltre posto C*— -j-^^T , £—-—=1*, E — ^z=JC ; i 

A XX A 

tre ultimi termini sono H^^^s^I^y^Ky^ , cioè 
J7(l?-t-^)V(jBr— ^Va, si potrà a tutta la quantità dar la 

forma seguente ^(a^^^^)Viy(^^g)V(/f-.§)y» . È 

ehiaro adesso che questa quantità sarà positiva se A^ H , e 

K'^-jz. saranno positive , negativa se esse faranno negative. 

Nel primo caso A essendo positiva dev* essere '\^C^B* , ed 
(^C— -B»)(^F— 2>)>(^J?-.fiZ>)a, cioè ancora C ed F positi- 
▼e, ed AF^D^ . Nel secondo caso Usogna» che A essendo .ne- 
gativa sia AC>B^y iA(D^n^)(AF^D^p^(AE^BD)^ , e per 
conseguenza C negativa , ed AF^D^ ^ 

Dalle cose precedenti abbastanza si Tede il metodo da te- 
nersi nei ricercare f massimi ed i minima deUe fanzio^ni di un 
più gran numero di variabili . Generalmente, se 
dxzzAdx^Bdy'^Cdu^Ddt-^ ec. y nel caso , che la funzione z 
diventi massima o minima, sarà AzziOy .Kz2o, CzzOy JD^zo, ec. 
i criterj ^x giudicare, cenando si ha un massimo, e.quaii4o uà 
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minimo, sono stati dati per la prima volta jclal Sig. de la 
Grange . 

Sia adesso z funzione delle variabili x^ yy edu, tra le qua* 
li sia data la relazione Mdoh^Nily'^Pdu^zo ^ e ai debba cercare 
quando questa fuosione diventa massima o minima. In questo 
caso , posta dszzAdX'^Bdy'^Cdu ^ non sarà come sopra Azze, 
Bzzo y Cso , percbè le variabili x^y^u non sono tra loro indi- 
pendenti y essendo u funzione delle altre due a?, y » ma spstituen* 

do nel valore di dz quello* di rfi/=—- p Otterremo 



==(-^4---C-p Va?H-(5--C-pWy, e siccome adesso i differenzia- 
li dxy dy sono tra loro indipendenti, avreipQDol caso del m^s^ 

M N 

Bimo o del minimo -4— C-p-:=o , ^— C-p=o. Generalmente me- 
diante le relazioni date tra le viiiiabili x^y^u^^ci differiBnzia* 
li dxydyy ec*, che entrano nel valore di dZySÌ ridurranno al 
minor numero possibile, ed allora il coefficiente di iciascuno si 
faràrro. 

Prendiamo per esempio a isercare il valqre della ^rpendi- 
colare tirata a qualunque punto dì unasuperficie curva, laqua^ 
Je abbia per equazione dz^zpdx-t^qdy . Da un punto qualunque 
•della superficie tirando una retta al piano delle x eàyy e chia- 
mando ITI, ed n le coordinate del punto d'incontro di questa 
retta col piano delle x edy, avremo il ^valore di questa retta 

?=p/(j5"-ww— JT -4- II— y ) . Ora questa retta diventa perpendic(>- 
lare alla superficie, quando è la massima o la minima di tutte 

Snelle che dal punto 4* incontro si possono condurre alla su per- 
de; quindi avremo il valore della perpendicolare, se cerchere- 

«30 il massimo o il minimo della formula |/(z>-f^—^ -^n-^ ). 
n differenziale di questa formula è g^^Hf-^M^M^^y 

.(/^(««•wn— op -4-/»— y ) 

che divental5£=2flf)^t(f2=2±2:)^ soitìtaendoyi il valore 

a a 

di é/js preso dall'equazione dzcpdx'^dy. Quindi nel caso del 
massimo o del mìnimo avremo m^-^rss^, n^-yzpiqy e perciò 



68 ELEMENTI 

«[/(i -f^**-*-^^) sarà il valore della perpeadicolare alla superficie 



curva • 

122. 



Passiamo finalmente a veder V uso del Calcolo Differenzia* 
le nella dottrina delle differenze finite. Siccome dalle differenze 
finite abbiamo ottenuti i differenziali delle funzioni , viceversa 
le differenze finite potranno esprimersi per mezzo dei differexi-> 
ziali . Noi esporremo a quest'oggetto alcuni interessanti teore*^ 
mi del Sig. de la Grange. 6i osservi intanto ^ che col segno 
fXdx si suol denotare l' integrale della differenziale Xdx^ cioè 
quella funzione , che ha per differenziale la quantità Xdx: così 
"pnie /^Xdx^ indica quella quantità, il di cui secondo differen- 
ziale é Xdx^ , e' cosi in seguito . Sia adesso proposto di esprime- 
re le. differenze finite di qualunque ordine per mezzo de-diffe- 
renziali. Supponendo y funzione di x, ed a la differenza finita 
di X abbiamo pél teorema di Taylor 

- dr a* d^y^ a» d^Y , \ 

Ayssa^-*- — -=-^ -♦- — 5 -r^ -h ec. (i) 

'^ dx ^ dx^ 2.3iir' ^ ' 

Prendendo la differenza finita di questa equazione avreme 

A « K àjr *« * d^y ' a»' \ d^y •. „ 

u^YZZai^ -T--^ — ^ t4- -* — ò ^ T^ -♦• ec. Ma se nella equazione 
•^ £M7 a dx^ a.o dx^ ^ 

/Zv d^Y 
(i) mutiamo successivamente y in ^ , 5^ , ec. , abbiamo 

hAy .j^ ^ d^y «>* d^y a^ ^ d»y ^_^a* d^y a^ d*y 

dx ' dx^ 2 dx^ * ' a djr» "^ a d!ri A dx* * *■ 



dx dx^ 2 rfr » ' 2 . dx^ "^ 2 dx* 4 ^^ 

e cosi in seguito. Quindi avremo per A'y una espressione della 
forma 

A d^Y d^Y f d^Y 

•^ iix» dx* dx* 

essendo a, a', ec. coefficienti numerici . Se di nuovo prendiamo 
la differenza finita di questa ultima equazione avremo 

A'3^=:a*A^^-4-aa'A^-^-f-ec.9 e quindi si dedurrà 

d* Y '^ d* Y 

A»y=a» — :i -4-ia^ ^ -#- ec. Generalmente seguendo V istessa 
metodo troveremo 
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essendo h^ k\ ec. coefficienti numerici indipendenti da y e da 
A, i quali perciò avranno sempre il medesimo valore, qualun-* 
que funzione di x sia j • Per determinarli adunque facciama 

yz^e , ed avremo e =y=~.r:-r-4=ec,, 
•^ -^ dx dx^ 

Ayrze^ — «^=e^(c*— i), A*y=:e*(c*— i)*, e generalmente 

A y:=c^(e — i)'*. Sostituiti questi valori V equazione (a) di-* 
Tenterà 

[e — i) =ra -m» -m^ -4-ec. , 
e quindi i coefficienti h, h', ec. saranno quelli che nascono dal- 
lo sviluppo della quantità (e — i) . Sarà dunque 

dx dx dx 

purché nello sviluppo del secondo membro si applichino alla 
caratteristica d gli esponenti delle potenze di dy , cioò si scriva 



^ta luogo di \j^ • Avremo pertanto in questa supposizione 

A»:y=(e"^-.i)'*. (5) 



Venendo dalle differenze alle somme osservo che 

d% a> d^% a< d^z 

dunque sarà «=aS jj -*- — 2 j^-*- O ^ rfT» "*" ^''' ^^^^'»™^ 

^=?y, e quindi x!=:fydx , ed avremo^ 

Zysite-— 2S^— ^S^-ec, Sostituendo in questa 

equazione successivamente i valori ^i ^ ^ > ^ 5JI » ®^' P^^* 

dalla medesima, è chiaro che avremo per Sy una espressione 
della forma seguente. 
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essendo a, a\ ec. coefficienti numerici. Ponendo in queft» 
formula -^^^- — '- in luogo di y avremo 

^ fydx J^ydx * J^/ydx^, ujy ^ ,. ^ > p„ciò 
a a» €k dx 

a^ a dx 



€ sostituendo i valori di Sy, 2-p, ec. troveremo per S«y una 
espressione della forma seguente 

Seguitando il medesimo metodo vedremo, che generalmente 
S y sarà di questa forma 

ove i , Af', ec. > m > m^ ec. sono indip^P^^i^^V ^^ ^* ^^''^ ^^^ 
terminar questi coefficienti facciamo y::ze , ed avremo 

»p dy d^ Y 

€ =3C=:^=:— =ec. =/yrf^F==/" jrfa?"=:ec. ; cosi troveremo 

?y= — — , e perciò S»y=r Sjr: — ^ , e generalmen- 

e —I ^ -^ ^i (« — i)a 

te 2 ysr . Sostituiti que«tì valori l'equazione (4) ci darà 

— - <^/?n-77» o-Hw «•-»- ec. , 



■Ml^M^ 



4e — i) a a a 

'^ quindi avremo 



\ 
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lydx 1 1^ ydx . . dy i 

purché nella evoluzione dèi secondo membro di questa equazior 
ne si applichino alla caratteristica 4 gli esponenti ài dy, e si 
mutino le differenze negative in integrali , cioè invece di 

{£f ®^ scriva — , ed invece di i^)"*'^ ^ ponga f^ydx . 

Con queste condizióni avremo 

2V:- ^ (5) 



\itd7^^^ 



Le due equazioni (3) e (S) possono esser rappresentate dalla 
éegaente 

iy 






{J^yY-^V àx^,) , (6) 

purcliè ne' due membri di questa equazióne ài applichino alle 
óaratteristiche A e c{ g)i esponenti di Ay e di rfy , e si mutinoi 
le differenze di esponente negativo in integrali, cioè si scrivsi 

2"*y invece di iT^y , ej^yix^ invece di t Z . Ó» l'equa. 

dx 



éionc (6) essendo vera^ coùiunque la potenza ». di Ay sia 
positiva o negativa y è evidente che una funzione qualunque di 

dy 

Ay i eguale ad una simile funzione di e ^ -^i, purché tiello 
tvilu-;^^ delle due funzioni si appiichino alle caratteristiche A 
e rf gli esponenti di Aj e di rfy , e si mutino le differenze di 
esponente negativo in integrali . Vediamo alcuni corolla^ di 
questo general teorema • 

1: [i<^(i*Ar)f=[iog.(i-M'^-i)f =•"(!)".. 

é quindi ée n è positiva 
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nd 



«»12=[log.(n-Ay)]". (7) 



dx 



«.»« 



•e se /» è negativa zr— w 

•/ V^ - ' (8) 



[log.(i-KAy)]'" 

dx 



IL (i+A3r)« = (,^ '*'-t)« = 
e quindi 



a'f^ 



[is^Ayf ^if=(e ^^if. 

Ora 86 con i segni A' e £' indichiamo le differenze e le somme ^ 
quando la differenza finita di op è a% avremo 

a'"y= (e '^-i ^", e 2 "trr yi~ Sarà dunque 



a' 



s'^^yrz L,^ (IO) 

[(l^y)»-,]» 

L* equazione (9) serve per Y interpoimssione delle «eiie: si di- 
-ce interpolare una serie, quando dai termini della serie corri- 
spondenti agl'indici i , sb , S , J^ ^ ec. si ricavano i termini 

corrispondenti agi' indici fratti "^ > "^ > V> ^^' ' ^ ^^^ quando 
dal termine generale y ' si deduce il valore del termine y ,\ 

essendo a! un numero fratto. Facendo nella equazione (9) n ed 
« eguali ad i avremo 
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•ond« se le dìffierense Ay , A*y , ec. inderanno diminuendo , 

se oc 

otterremo il valore di y , espresto da una serie convergen- 
te . Sia data per etempio da interpolarsi la serie 
I r.3 i.d.5 1,3 5.7 1.3.5.7.9 

7 ' Z4 ' a^Tb ' a 4.6.8 ' ift.4.6.8 10 • ^' 

Le differenze prima, seconda, ec. de'termini di questa serie in- 

. . j j 1 . I I 3 I 3.5 

cominciando dal primo saranno — — •. , — t-t , — — —r-j , 

^ a.4 a.40 a.4 b.8 ' 

I 3 S 7 
■ '/., ■ , ec. ; onde il termine corrispondente air indice i^-a' 
a 4 6.8.10 * 

sarà 

_i j_ , 1.3 a>(ft^— i) 1.3.5 £(£--i](«[— a) 

^i-f^''"T^a.4*."^a4.6' a a.4.6.8* T3" "^^^• 

Sì consulti la Memroria sulle serie del Sig. de la Place nella 
Storia delV Accademia delle Sciefiee di Parigi dell'anno 1779. , 
la quale contiene la teoria dell' interpolazione trattata in tutta 
la generalità, ed altre importanti ricerche. 

Alle formule precedenti ne aggiungeremo altre simili ri- 
trovate dal Sig. de la Place per esprimere le differenze e gli in- 

tegrali della funzione m y , ove m è costante . Siccome 

A./n y^Hfn^'^^^ (y'^ày)^m^yzim [(m*^i)3r-4-in Aj] , è chiaro 

che prendendo successivamente le differenze avremo A ,m y 
espressa nella forma seguente 

A^.m^yzzm^iJy^BAy-hCA^y'^DA^y... .^Nò^y) , 
ove i coefficienti A^ B , ec. sono indipendenti da x. Facciamo, 

per determinarli, ysae , ed avremo àyzze^{e — 1), 

A»jc=e'^(e*— 1)^ , e generalmente A^y=:e''{e'^^if , 

.w yrzim e -^w e =»» e {m e — i) , 

Aa.m y^jn e im e — i)*, ed in generale 

X X X X A a 1 

A 'in ysan e (m e — i) . ^oostitueiMle questi valori aviemo 

(a.%"-i)"=^-KB(«*-i>+.C(e*-i).. . .. H.iV(e"-i)", e quindi 

W*[«"(l-.^y)-lf=S»*(^y^.jBAy-HCA«jy.. . ..♦-iVA'V), 

Tom. IL K> 
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purché nello sviluppo del primo membro si applichino alla ca^ 

ratteristica A gli esponenti di Aj, cioè si scriva A j invece di 

Aj ; onde siccome il termine costante A può reputarsi molti- 

plìcato per Ay , invece dovrà porvisi Aoj, cioè y. Sarà dun- 
que con queste condizioni 

A jYi^y:=m \m (i-^-Ay)— i] , (ii) 

e ponendo per l'equazione (6), e <'^— i in luogo di Aj avremo 
nella solita ipotesi 

Essendo A.;» y^^ y'— "* y^^^ ^ {y^^àyy^m y , a- 
vremo integrando m y=w 2«./w y^^m ^.m Aj— 2,ot 3r,equm- 

di S.w y= — 2_ 1 Z . Prendendo da questa equazione 



a 
m — I 



X . a„ X 



il valore di S.m Ajrr 2LJ^ — I Z , e sostituendolo nel- 



a 
m — I 



la medesima, e così successivamente eliminando i segni 21 dal 

■ 

secondo membro, otterremo 2. /n y espresso nella forma se-* 
guente: 

2.7» yizim (ajH-o'Ay-*-a"Aa-y-f-a'"A»j-«-ec.)j 
essendo a^ a\ ec. quantità indipendenti da x. Quindi somroan- 
do avremo 

"L^.m^yzoaJl.m j-+-a'S.i» Ay-^'^.m Aay-nec. , 

e ponendovi i valori di S.m y^ 2./n Aj, ec. ricavati dall'altra 

equazione troTeramo £*.>» ^ cosi espresso 

Operando nella medesima maniera vedremo essere in generale 
S'*.OT*';y=»t*(AyHJl'Aj-t^"A«y^"'A» j-«.ec. ) , 
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ove h , h! , ec. sono quantità indipendenti da x. Per determi- 

sarle facciamo yz^e , ed avremo come sopra 
A .J=:6 (e — i) ;ai poi 21. m y=: — ^^,2».m 



7» tf 



a a . a a, a 

jp a; 

e generalmente 21 ,0} y^z . Sarà dunque sostituiti 

{m e — i) 
questi valori 

\ =fc+.A'(e*-iM"K-0»-^'"(«'*-i)'-*-ec., 



quindi 

'(Ay-HA'AyH^"A*y-in&'"A«y^ec.) , 






purché nello sviluppo del primo membro si scriva' da per tutto 
A j in luogo di Aj . Sarà dunque in questa ipotesi 

X 

l^.m^yziz ^ , j( 1 3) 

[^«(iH.A3r)-if 

« posto e ^•^— I in luogo di Aj sarà con le solite condizioni 

X 

S .m 3-= ^ . . (i4)\ 



w e — 1/ 

Se oof) i segni A\ e £', indicheremo le differenze e le som- 
ine quando x varia di «', l'equazioni (ii) e (j3) ci daranno 

A'*.w'^3C=/n'^[/n*'(iH.A'j)-,]« , 



2 .^ 3-= 



[/n^(iH-A':y)-.if 



a' 



Ma per l'equazione (9) iH-A'y=:(i-f-Ay)^ ; dunque 
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A'*.i»*y=«V*'(»-^Ay)*-if, (i5) 
s'"j»*y=_ '"^ , <i6) 



a 



[/»*(i.HAy)*— i]" 
Se facciamo in queste ultime equazioni o^iriàx^ A .m ^ 
diventerà J^ja^y^ s'^.m^y diventerà — /".^ yrfjf » 



<fx 



ix 



(i8) 



stituiti questi valori avremo 

•'»^!f^i=«'^nog.m*(i^jr)f., (17) 
dx 

rft X M TI X 

j .m ydx m 

•** [Jog./»*(i-i-Ay)]'* 

Questa ultima equazione , a motivo di 

log./»*(l-i-Ay)=Jog.m*tf ^^aflog./TM-^l, ci darà 

=,«7_2L_^„ ^r ^njn^ d^ . ^ 

^ A(log.7n)'* (log./wf ■*■' rfa? * {\oi.mf^^dx^ ' 

L'equazione (i5) posto a ed n=ri serve ad interpolare le serie 
della forma a-h^/7i-4-cm'-f-em*-4-ec« , nelle quali le differenze 
consecutive de' termini a, i, e, ec. vanno diminuendo. 

In queir equazioni, che comprendono segni integrali» ab- 
biamo omesse le costanti necessarie per rendere il loro valore 
completo. Ora 9 siccome per render completo un integrale del 
prim'ordine conviene aggiungervi una costante Ay così percbò 
sia completo un itftegrale del second' ordine , bisogna aggiunger* 
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yi la quaDtità Ax^^B , ove A e B son costanti arbitrarie; ed in 
generale per render completo un integrale dell'ordine n convie- 



ne aggiungervi la quantità Ax'*^ ' -^Bx h-Co:'*^"*'. . . .•4-iV" , 
ove A, B ....N sono n costanti arbitrarie , le quali svaniscono 
nel prendersi n volte la differenza dell'integrale. Infatti sia, 
omesse le cosUnti , ^X=X' , :&X'z=:X'\ S^"=X"', ec. , avremo 



facendo Aa=a,S-X'=JC'H-^, e 2:^^=A:'VS^=X'V — -*-S , 



cioè zzX^'^Ax'^^B se pongbiamo A in luogo di *-, lo che non 

fa differenza a motivo di A arbitraria. Prendendo di nuovo la 

somma avremo 5:»Ar=A^ -f-^2j?-+-SJBb=A'"H — — h -*-C? 

aa a a 



=LY'"-4-^a?>-i-^j7-4-C. Di qui apparisce in generale , che Tinte- 
graie 2 X sarà per divenir completo così espresso, 

2;'*jr=x('').4.^ar''"" VJBar'*""^ .... ^N, ove A,B.C,...N 
sono n costanti arbitrarie. 



/ 
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DI ALGEBRA 



PARTE TERZA 

DEL CALCOLO INFINITESIMALE 

SEZIONE II. 

DEt CALCOLO INTEGRALE 



CAPITOLO PRIMO 



Della integrazione delle formule differenziali 

di una sola variabile. 



ia3. 

J; inora abbiamo trattato della differenziazione delle funzioni: 
quando dalle differenziali date si vuol dedurre la funzione fini- 
ta , da cui eMe son nate, questo è ciò che si chiama integrare y e 
Calcolo Integrale quello, che si raggira in questa ricerca. Si 
oa^rvi fino d'adesso che il differenziale di una funzione qua- 
lunque y ed il differenziale della medesima funzione accresciuta 
di una quantità costante non differiscono tra di loro; quindi a 
qualunque integrale conviene aggiungere una costante, acciò 
esso rappresenti generalmente tutte le funzioni, che possono 
dare la medesima differenziale. Se un integrale ha la sua co- 
stante arbitraria, si chiama completo', se vi manca la costante, 
si dice integrale /7am*co/artf. E evidente, che infiniti integrali 
particolari son compresi nell'integrale completo, secondp che la 
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tjostante ha uno o mn* altro valore. Il segno d'integrazione è il 
seguente/; C08Ì/Ar|/(a'*— a:») esprime T integrale di 
rfx|/^(a»— a?«) , cioè quella quantità, di cui il differenziale è 
t/ai/fa*— ar«). Prima di andare innanzi sarà bene rimetter sotto 
gli occhi l'integrale delle differenziali più semplici, il quale 
«ubito si deduce dalla differenziazione . 

Differenziali Integrali completi 

dx log.(a-Hft>r) ^ 

a^^bx b 



dx 



dx 



xìo^.x 



dx 



log.[a?-4-l/(a »-«? • )]-i-C 



[/(a^-^x^) 

dx X X 

Arc.seo.— -«-Cy o — Arc.cos. — i-C 

j/(a*— x") a a 

^^ lArt5.tang.^-».C,o -lArc-cot. ^ 

n^-^x^ a a a a 

X 

4% dx ^ -*-C 

log.a 



log.log.ir-»-C 



£rlog.;rXlog. log.a? 
X ^ n-^i 



log.log.log.x-4-C 



dx r— T n loff.loff.x ri 

log.log.a; -2 — 2 hC 

xtog.x n-i-i 

4lxcos. X tetì.X'hC 

dx%exì.x — cos.flP-vC 
dx 

còs.x* 
dx 



tang,a?-«-C 



sen.^?'* 



— *eot.a?-«-C 
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cos.x 



8CC • 5P*4"0 



dxcos.x ^ 

— co8ec.jF-*-C; . 



sen.^ 



Vi sono alcune differenziali , T integrale delle quali quan-* 

tanque reale , si presenta spesse volte sotto un aspetto immagi* 

/* dx 
nario. Tali sono queste: / sr Arc.sen.or 

131 ! — •^'K'^ ^ Generalmente le differenziali , che s'integra- 
no per archi di cerchio, possono ancora integrarsi per logaritmi, 
ma allora l'integrale si presenta sotto un'aspetto immaginario, 
e viceversa . Ciò nasce dal rapporto , che esiste tra le funzioni 
di cerchio, ed i logaritmi ;\tnfattiy còme abbiamo osservato al* 

X[/^i — lir)/— 1 ar|/— I — jt^^— i 



e '^ —e ^ e 
trove, sen.arnr — : , cos.jp=: ■. — . 



• — f_ t 
e se facciamo x^^Ui/^i , sarà sen./L/— 1=2? — - — 1 , e 

t --t 

cos.^4/*--ii=i:^— ; cOfì ancóra àbbiatrfò 

a ■ • 

e '^'^'=cos.f-+|/— is«n.f , e"" '^^"" =cos.^-|/'-isen.r, le qua- 
li es^pres^ìoni ci saranno utili. per ridurre ad uba forma reale 
questa sorte d'integrali, che si presentano sotto una'aspetto im- 
maginario . . , I * '"*' 

Poste queste cose passiamo a ~4;èi:càrèT interazione della 
formula Xdxy essendo X una funzione di. x, rrimieramente 
supponghianio che sia X una fdmiiòne* tkzTonale , eper ciòcche 
abbiamo insegnato (ido) U quantità X potrà sempre decom- 
porsi io -una sevie finita, la quale non vetnii prenderà che de*t#r- 

. . ■! 11 /» n, odx (iii-wx)dx 

mini della torma ax dx , . >. .■,..,> 1, -, , m ..* \ , ■ v , ■ 

, . (p-^x) {jp\^^pqxQès.§^^x^) 

ove ra è un numero Intero positivo, ed a, ^, /^y/.f , e ^ so- 
Tom. II. . 4^. /. /«• . . 



8a ELEMENTI 

no quantità costanti qualunque. Ora l'integrale completo Ai 

ax^djpè— H e; quello di , eccettuato il caso di 



^^ , è e ; © q uando nzr i , V integrale coni» 



pleto è-ilog.(/?-f^a7)— log.c=ylog.^^^. Rimane la terza for- 

mula (fl^M^^ dì cui cercheremo prima Finte- 

(jf »^2pq xcos i?-*-y • a? ■ ) 
graie nel caso di n=i. Facciamo />*H-apyarco9.^->-5f»x*=^, e 
prendendo il differenziale logaritmico avremo 
a.pgdxcos.^'^y > xd x _ d^ ^ quindi 
/?a-*-2/?ya?co8.^-f-y*a?» ^ 

xdx „, I rf^ p^ dxcoB.p ^ ^j 

p^^a.pqxcos.P-^^x^'^st.q^ ' ^"^J ' p^-^s.pqxcos.^-^^x^ * 

(a-^x)dx «. ^ ^* ay—ipcos.^ rf^ 

/? »-*-a/?jr:rcos.(?-i-y *^* ij^'7"^ ^r '/? aH-2psrarco8.^-f-y * ar* 

cioè tutto si riduce ad integrare la formula più semplice 

zf . Si osservi chc/?«-*-2pya:cos.|?-i-j»«* è 

/?*-*-a/iya?co8.^-i-y "a?» 

=:/>»sen.^ -4-(/^cos.^-i-ya?)«; dunque posto />cos.i?-*-f«=pasen./?, 

e perciò dx=£é!ÌÌ^ , la formula flf-, diven- 

«^ y p^'^TpqxcOB.P'ì^^X* 

ta _L_.-iÌL., che ha per integrale él2:l!^^ . Quindi la 
pgaea.p i-wt» pqtta.p 

formula (g-t-^^W-»^ h» per integrale 

p'-t-Uftqxcot.p-t-q'x' 

-Lwf^fZzte!^ Arc.tang.i*+<; , cioè 
*?* />j"8en.^ 

~log.(/.»-Ha/^?a;cos,^^»x«Kf£=::^P^^ 

Invece di e salva la generalità posso scrivere 

r_. aq-bpcoB.p ^ ^^ cos.^ , ed i due ultimi termini dell'in- 

pq^sen.p sen.p 

tegrale trovato diventeranno 
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!;i=5P22!^(Arc.t«»g.5£2!£^-Arc.t.i.g.^Vc. Ma «4». 
pq'aen.p \ pten.p aen.p/ 

piamo euere tang.(y— «)=: "'^T *°6'^ , dunau« 

i-»-tang.yXtang^ ^ 

Arc.tapg/'^^'-^-^^-Arc.tang. ^*<^-Arc.tang. y^»^»-<^^ . 

Quindi si potrà dare all'integrale trovato anche la forma 

ljog.(p«-»-apyxco8./»^ •««)^.f£jP2£^ Arc.tang. 9=^^'^ ^ 
ay* pq^aen.p p-hqxcoè.p 

Nel caso di ^=o , la differenziale data diventa 

{a^x)dx ^ ^^^ ^j ^.^1^^ ^^,j^ j^^^ j^^^j _bdx_Jaq^p)dx ^ 

le quali ci danno per integrale — log.(/'-Mx)— — ^ÌUjIE. -4-C . 
L' integrale della formula (^i^x)dx dipende 

da quello della formula — ; quindi il 

(p*-+-apjarco«.^-+-jr »a?^) 
problema sarà risoluto dopo questa riduzione , qualunque sia il 
numero n y perchè discendendo arriveremo «empre ad una for- 
xnula, in cui n sari =ii , la quale sappiamo integrare. Si sup- 
ponga 

/{a^x)dx A-^Bx 
._ 

(p^'t^pgxcoB.P'-^^x^) (p^'^apqxcon.P'^J^x^) 

Cdx 



■I 



v^ (/>*-Hapya7Cos.j?-4-j«x") 

ove^, By e C son quantità costanti. Differenziando arremo 
a-4-ij: .^ {nr^i)(A^Bx){ipqco%.8^^^x) 

(/^•H-apjra?cos.^-i-y»ar*) {p^'^%pqxcoi,p'^^x*) 

-K , e riducendo al medesimo deno- 



minatore 
a^x=dlJB'^)p^-tkA(n-i)pqco%.§^^B^^C'-%B(n-i)\pqxcQS.ff 
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e quindi (B-HC)p•*—a-4(/^—I)/lj«coftr^=za^^y^ 

B'^C — %B(n — i)=o; cioè 2,B{n — ^i)/?^— a^(n— i)/ij'cos.^=:a, 
aS(/i— i)jP9C06.^— 2-^(n— T)y »=& ; xmde -«i tteduce 
j aqcos .^— Ap u^_^ ay — ipcos.j? ^^ (271— 3)ffljr — Jpcos./f) 



a(7i— i)/?^** sen.^ 2(«*— i^jp^^sen./^ a(/i — i)/?»y.8en.^ 

Dunque il problema è risoluto, e si ha 

(/?*-i-2pja:cos./?-t-j«a;*) 2(n — i)p>^^9en.^ (/?*-4-2/?yjccos.|?-4-5'"x*) 

(2/1— 3)(ay— ft/?cos ,^)dx 



± 



2(/i— i)/?*ysen.jì/ (/?*-4-2/7y*co8.^-Hy*a:») 
Si debba per eseoipio integrare la fi^azione razionale 

— 1 ^- . Se i,^ il denominatore ha i suoi fattori reali e 

disuguali, rappresentati questi per p-^Xy /^'— jr'ar, la frazione 

^ j. ^ . (a-^x^dx aq'-^ip^ dx 

proposta diventerà — v ^ ' — ^ ^ 



/i-i 



pq-^p^q p^^x P'f^H 9 

^J!S±ÈL . Ì2gfc2f!^C. 2,0 Se i due fattori sono eguali, si 

P9'-P9 q 

dovrà integrare la formula ^^^^^àx {aq^p)dx _ hdx ^ 

(p-^x)^ fip'-^qx)^ q(p-^x) 

e l'integrale completo sarà -f!2 — ^j log:(/?— ^ir)«+-C.3.«Se 

i dae fattori sono immnginarj , si potrà dare alla frazione data 

t - {a^¥Ìx)dx 

la forma ^ i-5 . > 

/l*-4-2pjrarCOS.p-f-jr *X* 

Prendiamo per secondo «semjHO ad integrare la formala 
f — . Si troverà che essa "si risolve nelle frazioni 

dx Sdx dx Sdx dx 



16(1— jc)* 16(1— a?) i6(i-i-a7)» lò(w-x) 4('-»-^")* 

H f Dunque / f — =»-*— —-i — — loff,( i— a:) 

4(iH-a7>) ^ ./(i— ar*)* 16(1— X) 16 ®^ ' 
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i6ti-Kt) .16 8(i-Kra) 8 

4(1.— a:^) 16 ^i—ar^B ^ ^'■ 

124. 
Venghiamo alle differenziali irrazionali , e sia la primo 

Inogo proposto d'integrare la formula Conyien 

|/^(dH-ftrp-f-ca7^) 

prima liberarla dalla irrazionalità , e per dò fare bisognu di- 
stinguere dne casi. Siano i.^ ì fattori di o-f-ftx-f-cx* reali e di- 
suguali, esprèssi da /?— yar, /?'--^'^; si faccia 

a-4-Jx-Hca?^=r(i7 — qxYz^ , e si avrà x^fi E^ , 

J:r==Ì&:f£>f[f , ^(fl^:.-HC^a)==(PW£>, e quindi 



^ . Se j^ e 7' hanno il medesimo segno > 



quaita fbrmuk potrà cangiarsi nella segueate, 

e-»- ' log. *>V^'^y , il quale posto per z U suo valore 
l^O^W^^) diventa ^^ ^ i^^ j/? l/(y W^^)-Vg^l/(/^-g^) . 

Se q e q' hanno segno dfrerso , la formula ^ ^ arra per in- 

tegrale e-»- ^__ Arc.tang.aa y^— Jl=:c 

-.- ^ Arn frnncr l^y'l^^/^'^^) , Siauo 2.® immaginari i 

fattori di ^i-^Xf^x^ : in tal caso dando a questo trinoniio la 
forma p^^^pqxcos.fi'^^x^ supponghiamo questa quantità 

=(»z-Mar)*, ed avremo ^r=— ^ii^LJL- , 

2^(i8--C0S.p) 



/ 
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diventa — 3. , ed ha per integrale 

y(«—K50S.p) 

poato c'=:c-i — log^ . 

E chiaro 9 che con le medeeìnte sostituzioni potrà rendersi 
razionale ogni formula , la quale non contenga che radicali del- 
la forma (/"(o-i-ìxh-cx^). Così si potrà render sempre razionale 

é 

la formula x "* dx{ar^x -hcx )^ 9 se i ed j sono numeri in- , 
teri positivi o negativi : infatti posto x zzm la formula diventa 



—Il du{a^W'^^u^) y la quale non contiene che il solo radi- 
cale {/{a-^u-^-cu^) . 

Cerchiamo adesso in quali casi si può render razionala la 

£ 
formula x "" dx{ar¥Ìx ) ^ . Ponghiamo a^x =u^ , e sarà 
P "* . 



Vi/ ' — " 



i,"^*dx=i-^u^^^du(^L:^\ " , e la nostra formula 



F— I . /a^- 



" 7^ ì '^ . Di qui apparisce, che ea- 

sa sarà razionale tutte le volte ^ che — sarà un numero intero. 

n 

Si faccia nella medesima formula a^x^^ix^z^ j e Sarà 



D' ALGEBRA P. IH. 87 

X = ■ . ^(a^hox ) r= ., X sr- ; quiach 



(a?-^)*- (z?-*)" 



m 



x'^^^^ dxzzT^ ^^ ^ jj^ nostra formula div^terà 



m 
— -I-I 



n q /^+-y— I , 

""^^ . Onde la data formula si renderi razio- 

m p 

naie tutte le vplte, che — -i-^ sarà un numero intero » 

r 



Si abbia per esempio la formula x*dx(a^x^)^ 9 ovepzzi, 

VM 

9=A > 771=4 » n=2> ed — eguale ad un numero intero zzst . Onde 
per la prima trasformazione la formula diventerà u^du^—^ , 
ed il suo integrale rara cTj— :oT;:-H?f icioè 

(=^-^)<«*")^- • 

Si debba in secondo luogo integrare la differenziale 

dx{ar¥ÌÌ€^) * ; sarà miri, »=a,/«=— 3,5=ia,ed — -fh^ 
=:;..]:= ad un numero intero . Facendo uso pertanto della secoa^ 
da trasformazione troveremo la differenziale — — jj^ , e perciò 

^ X 

r integrale della nostra formula sarà — 7; ; — .-4^ • 

* a|/(flH-*a:») 
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P 

Se fosse proposta In formula x dxi ) , faccia- 

a^hox 

a^x^ a j / a-HÌx \' p n a'ìjfl — a 

nio — — =M^ , ed avremol 1 zzu^ ^ r = 

d^'x"" a'-hft'/* *-*'«* 

m 

X zz i 1 y ed X dx 



m 



^l/flì^Zfx" / a'«^~Vv^'(a'^^-a)u^-M . ^a no.tr> 
formula diventerà dunque -^ 



m 



t/^''Uu,a'ù^-a. " / , i'(a'tt*-^)\ . 



/f:£!=:f\ .(«V!I£^!=^); ed 



è chiaro che 



" J-5'u^ ^b-Vu^' b--b'u^ 

sarà razionale, quando -* sarà un numero intéro. Quindi , se 

nm, la formula x ^^\rrTry potrà sempre ridur^ alla 
razionalità 9 ed ottenersene perciò l'integrale* 

Siccome la formula j? dx{a-^x y sì può ridurre ra- 
zionale , Quando — o — -f-— sono numeri interi^ se può render- 

H li ^ , 

L 

si razionale la formula x "" dx^a-^x ) ^ , si potrà egualmen- 
te ridurre alla razionalità la formula più generale 

X "" dx{aH-bx)^ , qualunque numeri interi si pren- 
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«kne per » e p«r |? . Ma quantunque la formuTa prima 

dx(a-^x )'v non si possa rendere razionate, pure si potrà 



espone qu( 



EÌone X (a-t^x)* , il di cui diiFeieneiaìe essendo 

£ 



P P 



sarà X (a-^bx )^ ^imafx dx{a'^x )9 
.4. ..j -. ^ ^yjy a^(a-i-px )^ ,^e quindi 

L 

— ^ j^Jx ax{a^hox ) ^ ; 

(mg-^ap-¥'nq)b 

e se invece di m scriviamo m— n, avremo quest'altra riduzione 

P 

Dunque all' integrale /a? "" dx(a^x )' si potrà ridurre Tin- 

tegrazione di yir "** dx(a^x y , e più generalmente di 

P, 

X dxyfl'^x y . 

Tom. IL la 
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£+1 
Il differenziale di a;'"(a-t-Aa:") * può anche porti sotto la 

£ 



forma (ma-l2£t2£±:i2Ìf)x'«-^rf:r(«-,.i;.'')" 



£-^1 



!:ìf±2£±:ila'"~'rf«(o-i^»'*)« . Quindi avtenlo 



(C) f/^' da:{a^x'^^ =£f^(f±*f!ÌL- 
e ponendo /?— 9 iii luogo di /? 



npa 
P_ 
Onde alla formula yx'"~'</x(a-*^x'*)^ si può ridurre 1* integra- 
ci! 
le della formula fx (a-»-ix )* , e più generalmente del- 

la formala y« dxifl^x )^ 

L 
Se al differenziale di d:(a-4-ix) adiamo finalmente la for- 

P. £_i 

ma mx "" dx(a-¥-bx )^h--£^* "" dx{<t'*J>x y ,aTremo 
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;> 



"3^**" ^<^^(*+*«'*)'.' 



IkI inoltre ponendo m~-n , e jEM-f in luogo ài m t p 



^■' £^-1 



(F) Jx dx(a^x ) =r -i i— 

• £ 

Abbiamo adunque ottenute sei riduzioni , delle quali ci po« 
tremo al bisogno servire . Riguardo alle formule (A) , (B) , (X^), 
ed (E) conviene osservare che , quando il coe£Bciente della se- 
conda formula integrale svanisce , la prima ammette un integra- 
le algebraico. Avremo infatti 

per (A) , se mzzo , fx dx{a'^x ) ^ 

^^q{a^x^^ 



m 



J«r (È),,et=-.^,fx"^"-'dx{a^x') 



m 
— — -f-i 

X {£M^X ) 



m 
per (D), Be^^s^^./x'^^dxia^x^r^^^ 



^, X (a^x) ^ 
ma 
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£.- . 



per (jF), se mzzOy/x dx^a^^òx y 

npb 
i quali casi sod compresi in quelli considerati di sopra. % 

Alcune volte il coefficiente della seconda formula integra- 1 

le diventa infinito, ed in questo caso le precedenti riduzioni 1 

cessano di essere utili. Quando però questo succede, nelle rida* 

zioni [A)y (-B), (C), ed (F), si ha sempre o — , o — -t-^ egut^i 

ad un numero intero, e perciò le formule son riducibili alla ra« 
zionalità. Nelle riduzioni (D) ed {E) si ha in questo caso j9=:o , 

f , j . — sono da loro stesse ra- 

zionali. 

Sia proposto di trovar con questi principj l'integrale della 

X Ax 

formula—- , ove iti è un numero intero positivo. Avre- 

mo per la prima riduzione / =— — -—^ 



/x dx 
; quindi sarà per i valori di m dispari 



^ Arc.sen.x 



y^ x^dx ' /i . 5.1 , 5.3.1 \ y. ,v 
j/(i— x>) Vó 6.4 6.4.a r ^ ' 



•8eiì.« 



6.4.2^ 
ed in generale 



5.3.1. 

Arc.8en.ap 
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^ x^^dx _ / I ai— I i.(2i-i) 2£-3 (2f-i)f2/-3)...3.i \ ., 

_{ai-.i)(2i-3)(ai-5)...3.i. ^ ^ 

ai(ai— a)(ai— 4)'-4-a 
Per i valori di m pari avremo 

f ^'^^ =-- UV(,~:r«)H-|./' ^^^ =- /l,.^» V(l-x=.) 
f x*dx /'>4^4 »^,_^4aYy, ,v 

. l/(i— «») \7 75 7-5.3 7.5.3r ^ ' 

e geoeraloiente 

»/j/(i— X») Va<H-i (ai-».i)(ai-j) (2i-».i)(ai— i)...3r ^ ' 

CoH'istesao metodo si troverà 

y««-^V(»-**) ^^'>'*' ai{2i-a)x*'-* «(«-a)...ax« / 

^(ai-)(ai-3)...3 , i^^.-x^)^ ^ 
ai(ai— a)....a ip 
/i__£f =C- /_J H a/-a _^ Cai-a)(ai-4) ^\ y, ^.v 

/ ai. y, a\ V • \ a*"* /^- \/ • a\ *^~3 (ai-i)(ai-3i...3a?/ 
,7 0? |/(i-**) (a«-i)a? (ai-i)(ai-3)x '^ ^^ ' 

Le precedenti riduzioni sono ancora utili per trovare i va- 
lori y che le formule integrali ricevono in alcuni casi solamente. 

^ X dx 
Sia proposto per esempio di trovare il valore di / ■ nel 

taso di x:zLi , Tintegrale essendo in modo determinato, che svsp 
nisca quando :r=o. Abbiamo Veduto» che in generale 

rf!:r^=^f!!di=f!)^_fL./'^r:£i, e quindi nel , 

X dx mix dx r\ -i . ^ ^ 
zz I — . Onde, siccome 
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£-- 1 



per {E)f se mzzOy/x dx^a^^x y 

i quali casi sod compresi in quelli considerati di sopra. « 

Alcune volte il coefficiente della seconda formula integrar- 
le diventa infinito, ed in questo caso le precedenti riduzioni 
cessano di essere utili. Quando però questo succede, nelle ridu- 
zioni (>4f), (-B), (C), ed (F), si ha sempre o — , o — -t-^ egut^i 

ad un numero intero, e perciò le formule son riducibili alla ra- 
zionalità. Nelle riduzioni (D) ed (E) si ha in questo caso j9=:o , 

e le formule / , S « — sono da loro stesse ra- 

a^hJfx * OHrbx 
zionali. 

Sia proposto di trovar con questi principj T integrale della 

X Ax 

formula— , o?e m è un numero intero positivo. Avre- 

mo per la prima riduzione / =:— — -—• 

•4-—./ ; quindi sarà per i valori di m dispari 

-4- — Arc.sen.x 



J\/(i—x») V4 4.a r ^ 4» 

y-» jr*rfjt * /i . 5.1 , 5.3.1 \ y, ,v 



rc.sen.^ 



6.4.2 
ed in generale 



5.3.1. 

Arc.8en.ap 
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(a/— i)(2i— 3)(ai— 5)...3.i . ^ . 

2i(ai— a)(ai— 4)**-4-2 
Per ì valori di m pari avremo 

yj/(i— J7«) V5 5.5 5.3r ^ ' 

.'1/(1— X») \7 7.5 7.5.3 7.5.3/^^ ' 

e gè aerai mente 

/'^ ±=C-{--L.«»V ^ >-a ^. a,-(ai--a)...4.a Vx/, ,.■) 

^t/(i— a?») \a*-Hi (ai-i-i)(ai— 1) (2ÌH.i)(ai— i)...3r ^ ' 

Coll'istesso metodo si troverà 

r f[f =-/-JL^ ±1' ^(ai-..)(>i-3)...3.^^^^ 

ya:*^V(»-**) ^ai^*' ai(ai-a)x^-* ai(ai-4)...a«* / 

_^ (ai-r)(ai-3)...3 , iH/( i-^')^^ ^ 
a<(ai— a)....a a? 

/- ^f =C- ( ! K ±1^ _^(ai-a)(ai-4) V(„^.). 

y*V(>-*») . (=^'-1)^;"'"* (ai-.)(ai-3)x*^-^ (ai-i)(ai-3)...3*/ 

Le precedenti riduzioni sono ancora utili per trovare i va- 
lori y che le formule integrali ricevono in alcuni casi solamente. 

■ nel 

taso di xzzi , l'integrale essendo in modo determinato, che sva* 
nisca quando xzzo. Abbiamo veduto» che in generale 

rx'^'dx __x'^x/(^^x^)^jn_rx'^-'dx ^ .^^ ^^^ 

caso di xszi, I -f f s: ^ / .^^ • Onde, siccome 

•/ l/(i— a?») OT^i»/ 1/(1— «») 
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nel caso di x=i abbiamo f-rr^ — r=- > essendo a/? la cir- 

conferenea del cerchio, che ha per raggio l'unità, e 
= 1 , avremo 

J/(I— 07») 

r x^dx _ij£ /^ /" x^dx _,a.4 

y |/(i— a:«)'~a4 ' a */ l/(i— ^^) 3.5 

r ar*^/vc _ 1.3.5 ^ /^ y^rfa? _ a4.6 

y |/(,-.a7*)""a.4.6 ' a •/ |/(i— x«) 3.5.7 

e generalmente 

r Ao? _i.3,5.7...(ai-i) ^ fx^^'^^dx^ a4.6.8...,ai 
./|/(i-.:jt»)"" a.4.6.8....ai *aV|/(i— a?») 5.5.7.9...(aj-Hij 
Si veda il Cedcolo Integrale del Sig. Euler . 

Le medesime riduzioni c'insegnano ad esprimere gl'inte- 
grali per un prodotto d'infiniti fattori. Si debba per esempio 
svolgere in un prodotto infinito il valore, che riceve la formula 

y, — nel caso di :r= i . Abbiamo in questo caso 

rx^-'dx ^n^ rx^Ux j„^. ^,, f-^^ 

_ a / - jT^^^or _a.4 r x^dx _a.4.6 fj^^dx_^ ^ j^^ ^^ 
iy|/(i-.:r«) i.S./ 1/(1—0?») 1.3.5*/ l/(i—JP») 

nerale f ^^ - M>6 ^i fJLJÈ5— , qualunque sia 

J]/{i-^3^^) 1.3.5... (ai— i)J|/(i—x») 
i, e perciò anche quando / è infinito. N^Ua medcBima ma- 

r xdx 3.5.7 . . . (af-t-i) Cx dx *» 

mera troveremo / -, = \ ' ^ ^/ — rr — — rr« •»^»* '^ 

Jj/(j— :r«) M-6 Wt/(i— »») 

■■ ed /— 77 

SODO eguali ; dunque avremo 



/- 
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dx 2.4*6.8.10 ... • 



[/(i — :t*) p 1.3.5.7.9 a.2.4'4'6' ^'^^ 

y"* jrflfj? a 3.5.7.9.11.... j. 3. 3. 5. 5. 7. 7. 9 
|/(i— X*) 2.4.6.8,10 

che è la celehre formula di Wallis per la rettificazione della 
circonferenaa del cerchio. 

Quando le formule irrazionali non si sanno per mezzo di 
adattate sostituzioni liberare dai radicali, allora si procura di 
ottenerne l'integrale espresso per serie; e (jui dobbiamo ram- 
mentarci tutti gli artifizj soliti adoprarsi nello sviluppo delle 
funzioni in serie. Sia data adunque la formula differenziale 
Xdx y e la quantità X ridotta in serie sia della forma 

XzzzAx -^Bx -+-Cir -f-Z/a? -+-ec.; avremo 

J Xdxzzjco^t^-^- - -4- H -i-ec. 

Per discendere a qualche raso particolare indicheremo varj 
modi d'integrar per serie la differenziale 

£ 

X dx{a'^6x )^:zidy» Sia primieramente a positiva, e fac- 

L L 

Clamo a^^^c\ saii dyzscx "* dx{i'^^x Y^ • Siccome 



ec. 



\ a / qa q.s^q.a^ q,*Aq,óq.a* 

avremo integrando 

m qa tn-^n q.2^.a* m-^2,11 I 

la qual serie va alP infinito , eccettuato il caso di ^ eguale ad 

un numero intero positivo. Questa medesima evoluzione può 
adoprarsi anche nel caso di a negativa, purché q sia un nume- 
ro dispari. Ma se q fosse pari, la quantità e sarebbe immagina- 
ria: in questo caso la nostra formula deve porsi 90tto questa 

forma; dy^zx "" dx{bx — a)^ 
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p pn P 

irJf ^ X ^ rfarfi— Y"^"* )^ ' ^ siccome 

avremo integrando 

p p P^^Q /^—^^ 

yj IVL L.— ^ ?^ ^ ^pip^a^ qx "i _\ 

\/nj^np qb mq'^n(p-^) q.2q.b^ mq'^n(p'^2q) I 

Se a e & 80Q numeri positivi , si può fare uso dell'una e dell'al- 
tra serie . 

La formula j==/x ""'i/jr(a-i-Jx )* può anche svolgersi in 

una serie con un'altro metodo. Facciamo yzz{a'^x )^ . s , 

e sarà rfj=r(a-+-ia?'')^[rfz(a-*-Aj:'')-^^^-^^^^^a7'*~ , e quindi 

^m— dx:^dz{a^^hx^yA — P* b x "" zdx . Prima di cercar la se- 
rie che rappresenta il valore di z osserviamo /iche quando x sva- 

P P 

nisce, abbiamo dyzza^x dxzza^ dZy cioè dzrz 

a 

Facciamo dunque 

«=.4x'"^J5x'"-^'*-HC:r'^^Vl>^'«-^3n^ec. , 
e sarà -^zzniAx ^m-^njBx -i-(m-«-A/i)C:c 

-^ec; sostituendo i quali valori nell'equazione 
^—{a^HfX )-wi(/'-4-f)$a? z— ^ra: =ao avremo 



— y -I- mqbA '^m-^n)qbB 
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e quindi ^=_L , B=:^\.'^^(P-*^)V' A , 

iv— -— XI , x/ — ^— — o 9 eo. 

Sarà dunque posti questi valori 

Abbiamo espresso il valore di z per una serie ascendente ; 
se vorremo averne una discendente ponghiamo 

zzuAx '^Bx -f-Cr -^Dx ^ -4-ec., 

\ dz . A— I ,, vy, A*— ;?— I . .^ A— an-^i 
esara— =:A^a? -♦-(A— »)^a? -f-(>v— a«)Ca? -nec, 

e sostituiti questi valori ne verrà 

XqbAx '^ • ^X'^n)qhBx "" '^{X^%n)qhCx "" -hec.zijrx''^""' 

'^n{p'^q)bB ^n(jP'hq]bC 

Paragonando il termine x "" col termine x "" avremo 

Kzzm-^n, e quindi ^=1; j—SL. . . 4- , 

^ [m — n)q^n{p'^q) b ' 

Conviene osservare per riguardo alla prima serie che, 
quando (m-i-m) j'-f-/j(/?-»-5r)=:o , cioè — — — — i=i-+-i, essa si termi- 
na , ed esprime l'integrale algebraico della proposta differenzia- 
le. L'istesso succede nella seconda serie quando m*^inzzo , o sia 

quando ~:=:i» denotando i un numero qualunque intero positi- 
vo tanto nel primo caso che nel secondo. L'una e Taltra serie 
però è soggetta ud un'inconveniente, che non sempre ne per- 
mette Tuso. Poiché quando mrro, o 77i-»-m=;o, non può usarsi 
la prima serie, né la seconda può adoprarsi quando 
(m— m)5r-Hw(/?-H5' )=o , giacché i termini diventano infiniti. Vi è 
però questo vantaggio, che quando non possiamo prevalerci di 
una, l'altra sicuramente usar possiamo, se pure non si combi- 
nasse nel medesimo tempo, che , ed —-4-— fossero numeri 

* Il n q 

Tom. IL I"» 



98 ELEMENTI 

interi positivi . Ma siccome in questo caso avremmo g=:i,-la 
differenziale proposta sarebbe razionale , e ninna difficoltà avreb- 
be la di lei integrazione. 

125. 

Finora abbiamo trattato della integrazione delle differen- 
ziali algebraiche: passiamo adesso a considerar quelle , che sono 
affette dalle quantità trascendenti dipendenti dai logaritmi, e 
dal- cìrcolo. Siano X ed F^ funzioni algebraiche dio?, e sia pro- 
posto d'integrare la differenziale Xdxlog.V. Si prenda per le 
regole date l'integrale di Xdx^ il quale sia Z, ed avremo 

fXdx\og.V::zZ\og.V^ j — ^» « cosi l'integrazione si ridurrà ad 

una formula algebraìca, se Z sarà algebraica, o se sarà funzione 
di log. F*. Per dimostrare questa riduzione, che si chiama mfe- 
grazione per parti, si osservi che , essendo d.MNrzMdN-^NdM^ 
viceversa sarà MN=fMdN-^fNdM, ed/MdNz^MN-^/NdM. 

Sia data per esempio la differenziale x dxìog.x ; sarà 

^^r n, a?""*"' , rZdV px^'^^dx . ,. ,, ^ 

/^^x dx^r, ^, ed / —=-=1/ : quindi , eccettuato 

/M-i J y J (/n-i)a? 

il caso di ;i=— i^ la trasformazione precedente ci darà^ 

fx dxlog,xzi:C^ (log.a:— ); quando wzr— i , avremo 

7l-f-I V I2-4-1 / 

/— log.jTsrlog.o? — /-£log.a?, e quindi / —ìog,xz=i'-^ kC. 

Sia P una funzione di x^ e si voglia trovar l'integrale del- 
la formula dyzzdPìog.x . Avremo y^Pìog.x 

— » / log.a: "" , e quindi se facciamo / z^Q , avremo 

^ X J X ' 

Se anderemo innanzi nell' istessa maniera , e potremo avere i se- 
guenti integrali. -/?^f=Q, C^ÉlzziR, /'&f=S,ec., otter- 

J X J X '^f X 

remo T integrale ricercato 
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fdPlog.x =SjPlog.ar — FiQlog.a? -f-n(/i— i)jRÌogl?*^^— ec,^ 
e se n è un numero intero positivo, questo integrale avrà 
una forma finita . Si abbia per esempio la differenziale 

ìH ììt ÌH 

X {Ixlog.x ; sarà P:zz — , Qr= — > ifcrr — ', ec, e Tintegra- 
le/i *" rfj^Iog.a? avrà la forma 

Conviene eccettuare il caso di 771=0 , nel quale la solita trasfor* 

• j :l /*^^n '^ 1 '^-♦-1 A^-*-^! ^ 

mazione ci darà # — log.a7 =rlog.^ — » I — log.o; , e 

quindi / — log.a? =--2 -hC. 

J X /w-i 

Quando n è un numero fratto, il precedente integrale ci 

verrà espresso da una serie infinita; Tistesso succederà, quando 

n è negativo quantunque intero: ma in questi casi può usarsi 

il seguente metodo yche c'insegna a ridurre l'integrazione della 

formula proposta a quella di un' altra più semplice. La diffe» 

renziale àyzn--——^ si ponga sotto la forma dyziXx , e 

log.^ xlog.^i; 

. * , /* dx I . ^ t 

poiché / =r— , si avrà 

J 1 /» / \1 f^ — i 

*^ x\og.x (»— i)iog.a? _ 

Xx I /^ d,X.x T J !_• 

/ . Laonde 5 se ponghiamo 



•/^— 1 



(n— i)log.a7 *^ log.a? 

successivamente d.XxziPdx , d.Px::rQdx , d.QxzzRdx , ec. , 
avremo continuando la medesima riduzione 

Xx Px 



■/i— 1 / v/ vi n— a 



(n— i)log.a7 (w— i)(/i— a)log.a? 

I n Vdx 

(n— i)(fi — 7).,,iJ \og,x 
Sia per esempio proposto di cercar l'integrale della formula 
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nt— "I « 

dyzzi — nel caso di n intero e positivo . Essendo 

log .07 

m^'^i % « d.Xx 171^— I ^ •^W'**! 



Jf =«"*-* , sarà i^^^l:l=wx'""' , Q=m»x 

dx 

Rzum^x , ec. , e quindi 

07 mx m'o? 



(n-i)log.a?"~' (»-i)(n-a)log.«"~* (n-i)(«-a)(n-3)logj: 

(;i— i)(/i— ii)(/i-.3) a.i*/ log.o? 



n-3 



Dipende adunque questa integrazione dalla formula^ ~^ , 

log.a? 

la quale 9 posto 07 =ss, diventa C^ • L'integrale di questa 

J log.« 

formula se assegnar si potesse, sarebbe di un grandissimo uso 
nell'Analisi: ma finora con alcuno artifizio non si è potuto ot- 
tenere , e non se ne ha che l'espressione per serie, come vedre- 
mo in appresso . 

126. 

Passando alle quantità esponenziali prendiamo ad integrare 

la formula a Xdx ^ ove X rappresenta una funzione di x. 

X -^ 

Avremo integrando per parti ya Xdx::z^ \^fa^dnX e 

log.a log.a 

se facciamo dXzzX^dx ^ avremo nella istessa maniera 

07 y-/ » 

fa X'dxisir — fa dX\ e quindi 

-^ log.a log.a"' ^ ^ 

X -w^ X ^tTf 

fa XdxzzL' — -I- fa dX^ . Similmente se pon- 

-^ ìog.a i » , »•' * 

^ log.a log.a 

07 "Y X "Yf 

ffhiamo dX'zzX"dx , troveremo fa Xdxzz - — \ 
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a'X" 



-— . f a dX" ; e così seguitando arriveremo ad 



log. a log. a 

una formula integrabile , o ad una formula nel suo genere sem- 
plicissima . Anche in altra maniera si può cercar V integrale del- 
la formula precedente: si poxigsi /Xdxz^P , ed avrassi 

fa^Xdxz=a^P-Aog.afa^Pdx; cosi pure facendo fPdx=Q ot- 
terremo y^s Xdoc^za P— log.o.fl Qn-Iog.a .fa Qd« , e simil- 
mente ponendo /Q^^cslR avremo yi Xdxzza P^o^.a.a Q 

-f-log.a .a iZ— log.a -fa Rdx * L'istesso metodo può finché 
piace continuarsi , e si arriverà in tal modo o ad una formula 
integrabile y o ad una formula, che sia nel suo genere la più 
semplice. Il primo metodo può sempre usarsi, perchè le funzio- 
ni A' , X*\ ec. nascono dalla continua differenziazione della 
funzione X\ onde se X sarà una funzione intera , si giungerà fi- 

nalmente alla formula yà dxrrn , e perciò in questo caso 

l'integrale può assolutamente assegnarsi. La seconda soluzione 
non ha luogo, se non può integrarsi la formula Xdx, e le sus- 
seguenti Pdx, Qdxy ec. 

Si debba per esempio trovar V integrale della fòrmula 

cfsPdx denotando n un numero intero positivo.. Siccome X è 
una funzione intera, ci prevarremo del primo metodo, ed avre- 
mo X^'zznx , ^"=w(72— i)jp , ec. , e quindi 



^ log .a log.a log.a 

Xt 

Si voglia adesso integrar la formula , ove n è un nu* 

n 

X 

mero intero positivo . Usando il secondo metodo avremo 
X=J-, P= 1 , Q= ì , 

n / V 72—1 , V. . 71—2 
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R= 


* 1 ••^. ) «^ quindi 



n 



(fi— I )(fi— a)(f»— 3)x 



a^dx_r._ a^ alloga _ «'^log-g 

a:'- (n^i)x'^'^ („-.i)(ri-.a)x'*^^ («-i)(/i^a)(fi-3)x 



a log.a log.<» 



(n— i)(/i— a) IX (/i— 1)(/^— a) 



.. . . . X 



a^dx 
L'integrale adunque della formula dipende da quello del- 

X 
X, 

la formula ?L ^ , il quale però in alcun m'odo non si sa as- 

X 

segnare in termini finiti. Ma ponendo 

i-Ktloe.a-H — log.a h log.a -nec. in luogo di a avremo per 

° a a. 3 

serie 

/ a dx ^ I , :r^ì * 07* : » 

/ i=C-4-log.x-4-a:log.a-*- — log.a -+- log.a -f-cc. 

• ' X a a* o 

e facendo a zzz otterremo 



— — —C-4-log.log.js-4-Iog.rH — 2^ 1 — 5lf — H ee. 

log.af 6 6 ^a ^ 3a 

Si vedano le Annotazioni del Sig. Mascheroni al Calcolo late* 
graie delV Euler, nelle quali egli insegna a determinare la co- 
ntante C in modo , che l'integrale svanisca quande z=o, e dà 
varie serie convergenti per esprimere prossimamente il valore di 

/dz . ^ ^.» • 
; m tutti 1 casi . 
log.z 

la^. 

Venghiamo a quelle formule differenziali , che sono affette 
da angoli e da seni di angoli » ed in primo luogo cerchiamo l' in- 
tegrale della furtuula Xdx.Arìg.sen,x. Se facciamo yyfrfai-nP, 

— -: ove se P è 

l/(i-a;'0 
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faD2doDe algebraìca di x^ tutto si riduce all'integrazione di una 
formula algebraica. Similmente ponendo fXdoczzP avremo 

fXdx Ang,cos,x^PADg,coè,X'-h / r— > e <^08Ì pure 

/Yrfa:Ang.tang.57=PAng.tang.a?— / — — . 

Sia <p un angolo y il di cui seno, o la tangente, ec. sia una 
funzione dìx, in modo che sì abbia d^^=:pdx, e si debba inte- 
grar la formula dyrzX(p dx. SìsifXdx^Pyed avremo integran- 
do per parti yrzp P^-^nfp Ppdx; similmente , se/PpdxizQ, 
sarà f<fi'^''^Ppdx=<fi^^^Q-^{n-'i)/(f^^^Qpdx, e posto 

yQprfa7=jR sarà ancora/^'*"" Qpdxz^<fl^^^ R^{nF^7)f(p^'' Rpdx. 
In tal maniera si abbasserà continuamente la potenza di ^, fin- 
ché poi si giunga ad una formula libera affatto dall'angolo <P\ 
lo che sempre accaderà, se n sarà un numero intero positivo, e 
se si potranno assegnare gl'integrali jXdxznP y fPpdxmQ^^ 
Jt^dxzzR^ec, Sia per esempio (p un angolo del seno ^r, cioè 

dfzsi — : , e si debba integrar la formula <p dx . Sarà 

quindi 



f(p^dx::zC'¥'^x-¥^4>'^^ l/(i— <c")— n(/i— 1)^'*~ x 

— »(n— I )(«— 2)<j^ j/(i-^*)-i-ec. 
Da queste formule , ov' entrano gli angoli dati per i seni, 
ec. passiamo alle inverse , che comprendono seni , coseni , ec. di 
angoli; ed in primo luogo cerchiamo l'integrale della formala 

d(p$en.<fi . Avremo integrando per parti y2/(^sen.^ 

^— sen.i^ •C08.f^(/i— i)y£/^sen.^ .cos.f^ , e ponendo 

I— sen.^ in luogo di cos.^ ,/d^Berì,<p 

=:— sen.<]^ cos.^-H(7i^i)/2/^sen.^ — (/i— i)yi?^sen.^ , 
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e quindi y<r 7)8en.7> =r sen.^ cos.^-h Ja(fisen,<p 

fi» rv 

Neiristessa maniera troveremo yjf<^sen.<^ 

ir sen.<p co8.?>-4- ja(pstn.(p ^ , Ja(p%tii,(p ^ 

I lì'*— 5 . '^■"^ r jj 71—6 i^T 1 1. 

=: -sen.^ cos.<p-t- -/d0sen.0 , ec. Nel ca8o ai a 

intero e positivo giungeremo in fine alla formula yi?J=^ se n è 
pari, ed alla formala yj/(j>9en.<^—co«.<^ se ;i è dispari. Quindi 
nel caso di n pari avremo 

^\8en.</J H sen.</> -♦-] f^ -fsen.* 1 

/d<psen.f=C ^^ (.^.)(;,„3)(.-5)\ ■ /: .T^ 

( •*"(,/— a)(«—i|)(w— 6) i®^"-^ ' 

(^— 1)(;2-3)(/2— 5) 3 ^ 

e pel caso di n dispari 

\sen.f H -sen.iiJ -h^ i^ -^sviì.^ 

/!JM :7'»— /-» C08.(p) 72— a '^ (/i— 2l(n— 4) ^ 

/d<psen 4 =C ^ j (a^i)(n^^(n^b) , . .. . ^ ^^ 

Se in queste formule facciamo <^=:90«>— "F, avremo il valore 
della quantità ^/d'^^^^'^ . 

Se ponghiamo la differenziale flf<psen.^'".cos.<^'* sotto la for- 
ma cos.^ d(fisen.(fi cos.^, è chiaro che avremo integrando per 
y^iti fd(p9en.(p .co8.(p = sen.^ .cos.i^ 

H jd<psen.(ù .cos.d^ z= 8en.<> .C08.<2^ 

771-4-1-' ^ ^ 772-4-1 ^ 



"^ ^[Z^/^*^®^" ?* -^^^-^ (i— co9.?J ) , e quindi 
Jd(pBen.(p ,co8.(p = sen.flJ ^^'.cos.oJ 

/71-J-71 ^ 

71— T y-j ' -777 — TTl— a T* 

"*" rnl+Irt'' '^^^"'^ '^^^'^ • ^^^ mezzo di questa riduzione la 

formula proposta si ridurrà ad avere potestà più semplici dì 
cos.^ ; in modo che finalmente o cos.^ mancherà affatto , o 
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sarà elevato alla prima potenza, nel qual caso l'integrazione 



non ha difiGiboltà. essendo /J/(J>8en.4j''*.co8.fc: sen.cù^'^^ ^ 

•^ ^ m-4-i ^ 

Anzi sostituendo successivamente in quella riduzione il valore 
della formula integrale troveremo in generale nel caso di n pari 

/a^sen.^ .cos.^ := sen.^ .cos.^ 

-sen.f^ .cos.^ 



w— i) /i— 3) I ^,^ -m ^ 

e nel caso di n dispari 

ya^sen^ .cos.<p r: sen.^ .cos.^ 



m-i-n 



rsen.^ .cos.-j^ 



( 77t-f*7i ) (m-Hn— -a) 
(/i— i)(/i — 3) 4 :.m-*f-i 

(y7»-f-/t)(i7»-i^-d). ...(ift-t-3) 



sen.f^ cos.fl 



^ (wi)(n--3) ......% sen.i^"^^ ^^ 

(m-i-/>)j[ni-i-n-a)....(m-»-3)' m-^x 

Consideriamo adesso quelle formule , che lianno' i seni ed 
ì coseni nel denominatore, I^ più semplioi dt^e qtialì sono 

■ , ■ , , ■' , e primieramente cerchiamo di 

sen.a ' cos.a sen.» cos.« ^ 

queste V integrale . Sarà nguaido alla prima 

da da%en,a ioien.a dr , ^ . 

=z r-= r^=— (posto cos.a=r) ., e per- 

sen.a • » i— <fs ^^ . / ' r 

sen.a i— cos.« 

'^ /* da 1 . i-4-«r 1 - iH-cos.a . •> 4 j 

CIÒ /——ss— —log. =3^— loff. • . Per la seconda 

y sen.a a ^ *— la? a '^ i— oes.a 

. da dacoB-a dx. , ^ . ... 

sarà = -= r (posta :«=seB.a} , e quindi 



f: 



COS.O» ■ I— CF= 

i.a 



Ja 1 * ihkt I - z-f-sen.a » ». ^ i" i n 

— =: — loc. =: — log. . L integrale della terza 

a a ^ i-^a? a ^ i — sen.a -^ • 



COS. 

e della quarta -dipende manifestamente dai logaritipi • .Avre* 
mo pertanto 

• Tom. UJ i4 ^ - 
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= log =^^è'^, :=log.taiig. ^a, 

/^da i| iH-scn.a | l/^fi-i-sen.a) , . ,.-^ i . 
' ^ log ^"««•'^-77 ' — (=:lQg.taDg.(45o-^-r^a) , 
cos.<* à I— sen.a [/(i— sen.a) ^ "^ ^ a ' 

/daCOB.a 1 r do^ rt ^ 
zdag.sen .«:^ / , — = — =:/rfacot.<* , 
sen.a •/ tavg.a 

/ ff^lL^is— .log.eoB.arr/flfatang.a, 



qMinai 7 -*-/ rz/ zdog.tang.a. 

•/ 8en.« •/' cos.a */ sen.acós.a 



Per integrare la differenBiale ^^^"'^ , ponghiamola sotto 
la forma — ' ■ ■■■■ tfa seB^a» ^ avremo integrando per parti 



COS. a 
:« . -^ . wi— I 



■ g— sen.a -*-7ca»»aX«. — = Z3— sen.a 

cos.a "^ cos.<* 



-■^«t ,\ /Vasen.a , ^x /d{a«en.a .. 

-•-(OT-.I)/ — (ot— a)/ , e perciò 

^ cos,a y COS. a 

piasen e'" _ i — rrw-^i /ìtosen-a"*""^ n • j. 1 

^/ ^ ! — "^ s en.a -♦-/ . Quindi si de- 

'^ cos/a /w— I */ ; cos.« 

dnce facilmente lael; baso idi /» dispari ' • - ^ .. 

— log.cos.a , 
à nel caso Si m pari ... * - - . 

/ gasei|.«^. __ I 'sr ^^-^i X. n rr^— 3 i 

*^ cos.a m— I in*— 3 • i . 

*log.tang.(45o^.-i.a) , ^ 

e posto /?=9o»-^ si avrà ancora il valore di /^^^^'^ 

, */ CQS./? 

Xa riduzione precedente fdasen.a cos.a 



damn.a qr ■ m ^^i r m*^3 »i a 

=>- sen.a — -4en.A #.*—— sen.a 

cos.a m-«— I m— o ^ 



if 



:^»-*-i — r-r/i— I 



~— — ^"'^ .cos.a H ^/rfasen.a'Vcos.ai ^ posta n 
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aa^en.a j gen.a 
A i»-»/i — / 



COS.» "' " COS^.C» . 



i^+-T /yasen.a j . j j fdaseiì.a 

— / ■ ; onde si deduce / 

cos 0» cos.i» 

^ I sen.a 



_m^n^!^ rdoMen.a ^ g^^tìtuendo in questa 



I fi— I 

cas.O' eoe. a 



equazione successivamente il valore della seconda formula in* 
tegrale che rimane, troveremo nel caso^di n pari 

aosen.a^ i sen.a 7t^./7z— 2 sen.flt 



/ 



• • • • 



— /i /i— i 72—1 (/i— i)(/i— 5) — T^n — 3 

Cos.A cos.a \ i\ / cos.a 

(/i— m — 2)(n— w— 4) • • • • (a— m) sen.a 



• • • • 



(n— i)(/i— 3)(n_5) i co».» 

^ (a— w— a)(a— in— 4) (— /») /j^aj^^^"» 

,. («-.)(«-3K«-5) 1 -^ • ' 

e nei caso di n dispari 



/ 



tfasen.» ^_^ i sen.a n^^nt'^^i sen.a 



• • • • 



GOS«a cos.a v /\ / cos.a 

(/i— m— •a)(n— /»— 4) • • • • (3— w) sen.a 



• • • • 



(«-^)('^)(«-5) > ^STS" 



(n— m— A)fyi— m— 4) • • • . (i— w) / rfosen^ 

(>i— i){ii— 3) . . / •;» ^ cos..d 

Se facciamo in quest'equazioni 712=—!^ avremo nel- caso 
di n pari 

/da • ^ 1 III I ^ d» 

/i /»— i ^/j— 1 »-3- — »-/i— 3 cos.a /sen.« 

sen.acos.a cos.a • cos.a J 

e nei caso di n dispari 

da,' I I • T I II 



/; 






— ^rt n— I — *— «— I 71— .3 — r-i»— 5 a TrrT* 
sen.acos.a cos.a cos.a cos.a 



■f: 



da 
sen.ocoa a 



• 
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Più generalmente, ^e nelle medesime equazioni facciamo 
m negativa y avremo, quando /i è pari 
da t I 



/: 



m n w^— I T'w— I ri'^i 



«en.a .COS. A sen.^ »co8.a 



(«— i)(7i — ò) ni — I a— 3 

(n-H/»— 2.)(/i-wii— 4) • • • • (^^-w») 



(a— j)(/»-i-3) I m^i 

(nJLi)(a-3) • . . . I / — —m 

\ '\ f j sen.a 



« quando n è dispari 



A 



f^ n /»— I /»— I 7 1— I 



sen.A .cos.a sen.a .cos.a 



(«— l)(/l— 3) ^171— I T'*— 5 

^ '^ ' sen.a .cos.a 

(«-HOT— a)(«-t-/?i— 4)- • •(3-f-w) 



a 



(72— J Wo— 3) A /»— I 

^ '^ ' 8en,« .COS.» 

. (/i^-i-wi— a)(n"4-yw— 4)' * ' ji-^m) ^ da. 

(/i— i)(/i— 3) a /: OT ' 

^ '^ ' «/ sen.a .cos.a 

Quest' ultima fòrmula integrale posto a=:90<^— ^ diventa 

*— L , della quale abbiamo di sopra trovato il valore, 

sen.pcos.ff 

Si voglia adesso rintegncle della formula — -^ — ^ : fac- 
eiamo €os.d^=:^, ed essa diventerà — . Per to- 



^liere Tirrasionalità pongfaiamo i— x»=(i-+<p)*y* , e giungere- 
mo alla formula ; — H^— tt — i la quale secondo che tì>i, o 

a<h ci darà per integrale un angolo o un logaritmo « Nel caso 

di a>d si troverà /- — r^ — ^=— ; — ^— t — Arc.tang — i '3L. ; 

y ^i-f^cos.<^ j/(a»— A») l/(a«— A*»)' 

nel caso di a<h si otterrà 



/; 
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a<P ^ ' , >/(*^-^'W(^^) . Adesso abbia- 

mo y,-|/(i--^^)--- »^»'^ ^ e sostituendo questo valore 

1-4-j; l-*-C08.^ - j 

aArc.tang.-i^ tL-=:Arc.tang — if^- _i-. 

_ aseD.<ft/(a»— *») 

"^' (•-fi)( i-è-cos.^)— (a^)( j,-nDosI^ 

=Arc.tang.!— i^^^^^ — ^'''^ • Quindi nel caso di «>i avremo 
'^ acos.f^-M 

iC_JjL - ' Aretine '^^^'"^'^"^'^^^ 

= _J^ Arc.seny(^'-^')«^°^ T 

=z ! Arc.cos.f!f21±!:f .Kelcasodìà<fsarà f ^ ^ 

j/(a«-A«) o-f^cos.(^ »/ a-i-Acos.?> 

•_ I I p/[(ft-M>)(i-M;os.(^)>H^(^'--^)(^^^Q* <^)] ' 

j/(t.-^a) 6' l/[(4.+^)(iH-CQS.^)J-|/[{Ì-^Kl--C0« ?>)] 

= _J_log. ^co»>.g^-H/(^^-^-)«'">» . Nel caso di ara, 

1 integrale della formula rrri TTX « — = — * ,^^^, m » ^ 

/ ® (aH-^)-*-(€i— ^>^^* a a iH-co8.^ 

quindi / 2-— =z -^^~:=tang.— ^ . 

^ »/ iH-coe.i^ i-i-co».^ a 

Se la data formula fosse -^^'^=— rf^^ » avremmo 

avuto per integrale jlog „^eo».^ • ^ *^"""^ S:;3^;r? * 
tra.fom. in -f--_£j;^. e qmnà.J—^=j 

Per trovare ^integrale della formula (^"«^^^^'^V^ ri sup- 

(a-i-£co8.(^) 



ponga 



'^(tf-t-eeos.^) _. AMn.(p / vf^(&4-Ccos.j>) 



/2/^(tf-t-eeos.f)) ^ .^sen.j» /ì 

(a-^cos.^)'* (a-h*C08.?>f"^ (a-HÌcos.#) 



«— 1 



^ 
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ove A, Bi e C #m ^tlflfhlità oo^tanti, e differeoziaiicta avremo 

-H^B-f-C<5o$.^)(a-HAcos.(jJ) , 
e quindi a motivo di sen^ =i— cos.i/J , 

: 9 



' -" — •• 

e facendo zzo i coeffiei^ntl*di fciy»:^*, e di* ^08.f troveremo 

~(/i— i)(aa— è») ' "■ a>— A» ' ■" (/j^— !)(«»— A») '' 
adunque quesba ridù^^tone 

'(/^(c-f-eros,^) ^_j^ -r <.t. >(ae'-Ac)sén.^ • ^ 

(o-hAcos.j^)'* (a— i)(a»=-A^K*+^09^f""* 



/ 



per mezzo della quilè giungieremo finalmente alla formula 

— 7^ — T.H ài cui valore è notò . È di sonima utilità l'esbri- 

mere in serie l'integrale delle precedenti formule ^ ma noi per 
servire alla brevità rimetteremo i nostri leggitori al Càlcolo In^ 
tegrale ^^ Sì^. Euler* 

128. 



fi 



Passiamo finalmente a mostrare » coÀi^ ottener si possa per 
'iippTOssimaziane l'integrale delle ^mrmule diflf^reaziali • Chia- 
mando M il valore di y, che corrisponde ad x^M^ ed A ^ By C, 
ec. ciò che divengono nella nedesimlsi ipoteai le quantità 

-r-=y, -7-^=^1 -T-=^=r, ec, avremo, se a cresce della diflTeren-- 
dx ^ dx» ^^ dx^ ' 

za finita x^^, 

'ypziM'^Aix^aS'^B' ^-t-C i -— -t-Z/ - — ?;— r-»- ec. 

^ ^ ' a a.ò a. 5.4 

"Se poi X diminuisce d^lla medesima dìfièrenza :r*^-d, avremo 

J *^ ' ^ a a . ò a «.d • 4 

e quindi 



D' A li f? E B« A ! p. III. Il I 

,-. . V ke-réfì' (*•—<»)> Ix—a]* 

Shi -yzzfXdx ^ SLyremo jpszX 9 e.suppopendo che a per giungere 
ad X sia passata nii'coSpssivamente per a\ a', a" , a'", , . , . jr, 
ed indicandp, per M\ M'\ ec. , u4', A'\ ^c. i val9ri di 3f ed 
A, ec. corrispondenti ad x^m\ a'% ec, aVrenao questa serie 
di equazioni 
Tur Tut Ai f \ »K~^" /-.(«'-«)• -.(a'-fl)* 

Jll"=3f '-♦.-^'(a"-a')-HÌ5'^ — —J-^^'i -. L-^jy \ — / ,», c c. 

» '" '• > fi '•.'. . 4 .* . ,a,^-. à.^.4 



■ • 



Sommando tutte qu|i^>quazioi^ì, e sup^omi^dOf c^p. |e dì^«r 

renze a! — a , a'^^^ «. eo» siano costanti ^ e . rappresentate da 

I • ' 1 '• . , • , r, ' .' . • .T. r* . - ••. 

— , otter^reiùo \. • 

- ~ * , . ■ * 

a.'3»»^ \ . , • 1^.3.4.94^ X ' 

L' aUfa fjpfìDpùIà; ci' dàYà, qttesta '8~<èxi^'~dr eqxiazioni 

e quindi si ricaverà 
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Prendendo un medio aritmetico tra questi due valori di y 



avremo 



e questo valore di y sarà tanto più convergente , quanto più 

piccola ai pr^aderà la' quatitità —- ; la quale siccpme rimane in 

nostro arbitrio, è chiaro , che potremo con questo metodo otte^ 
nere serie convergentissime . 

Sia proposto per esempio di esprimere prossimamente il lo- 
garitmo di un numero qualunque x. Avremo in questo caso 

:= / — , il quale integrale si prenda in modo che svanisca >. 

quando xzzi . Sarà perciò ozri , Mrio , n=— , j=: r , 

r=— , ec. e quindi 

. • • • 

1 \ i a a 1 x^i\ 1 / I \ 

^ a\ flH-r ' a-Ha x • aar / '4*** **' * 

Si voglia il logaritmo* di %i fiiceiamA a=io^ ,e saràu 
I ^_, I li 1-3 S I " 1 ' 

"^ • 10 li /i,a ao • 4® • xooo • ^.lo* .o'.ii*. 

j 9 ' r5 1-' I 



• • • 
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lOOOOOOO OdOOQOOO 

Si debba in secondo luogo trovaiie per approssimazione Pio- 
tegrale di £Ì|yr:« dx\ in modo che svanisca allorché «=ao^ 
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I I 



^ fg* tji* y 

Avremo a=rOy Ar=o,/?=:e , jrcse . — , 



Vap* ar 






a a, a i 

T 



i/i i» 3 jp\iapi api 



a a I 






I 



I ar/ I 6 6\ 

Questo metodo » quantunque generale , non può adopra»- 
aiy allorché per un dato valore di x alcuna delle. quaptiÀ ^, 
jB, Cy ec. diventa infinita , senza che il valore dì y sia anch* es- 
so infinito. In tal caso, quantunque TiiàtegraU sift possibile , 
pon ci verrà rappresentato dalla nostra formula; ma a questo 
inconveniente potrà porsi rimedio mediante qualche adattata 

sostituzione . Così per esempio, se abbiamo / -— , ove 

i<M , la qnal formala ci dà il Taloie di ^ infinito , -quando 

xzdb y facciamo fr— x=as , e supponendo , che mediante questa 

sostituzione X diventi Z, avremo ysMfZz dz, ove non 

dr 
abbiamo più ^ infinito, quando xnbf cioè quando g^zo, e per* 

ciò vi possiamo con vantaggio applicare il metodo pfeccdeifite. 
In altra maniera dopo di aver cercato il valore di y da a 
fino a 2»— o , si faccia T integrazione della formula Xdx pel ca- 
so di :mi posta jr=i^— •, la quale nella ipotesi di q piccolissima, 
non porterà seco alcuna difficoltà. Sia data per esempio la foc^ 

Tom. IL i5 
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mala 'ycz: /— r-; • della quale Col metodo insegnato di so- 

pra si abbia il valore da xr=ia fino^ad jc=i • Per averne Tin- 



tegrale da :r=:&— -Tifino ad orr^tsi faccia a^^i-^o, e si avrà la 
formula — - — ; «. , la quale a motivo dì o pic- 

eolissima diventa— -—— ==(1-1 o-^-iL.«^a\, e rinterrale di 

^ssa preso in modo ohe svanisca quando è =0 si troverà essere 

— J~^— TTT—r ^^^T- ; " y, 9^\/^* Adesso posta o=vi ,sa- 
b\/b 4h^l/b ^ i6ob^]/b ^ r •» 

'^ ''biPUi'^ 4^*16^^) "7*^^^^ ^^ J da a:=J fino ad 

» 

a=A-i-, e per conseguenza —j=z(i^JL ^-— li 1 sarà il 

« '^ Al/*»\ 4*a^i6o4«Ata/ 

valore di y da x:db'. . fino ad aczJ; poiché l'integrale cangia 

di segno ) allorché s' invertono i limiti. Infatti se un integrale 
qualunque completo yziK^-fi-C si deve prendere da anza fino 
ad xzA^ colivien pfinìà detertn'hfia^re la costanteMCin ntodò, 
che.il valore di y s.vanisca quando. a?;=a, dal.t}he,-si. dadqce 
Cb=— i^.a, poi bisogna fare xzdb\ onde il valore di y diventa 
F.b'^F.a. Se poi invertendo i limiti vogliamo il medesimo in- 
tegrale'da joii fino adiir=:aV bisognerà cangiare aìnb t b xna^ 
ed il valore di y diventerà F.a^F.b^ cioè il medesimo di prima 
ttft col %^Bo mutato • . • • 

CAPI T Lo li. 

Della integrazione dell' equazioni differenziali in generale. 

X/ìiFerenziando una equazione qualunq-ue finita ^— o tra le 
variabili a? ed j avremo una equazione differenziale del prima 
ordine Pflte-HQrfjcro, e viceversa Z=zo sarà l'integrale della 
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equa^sione Pdx:^^dyzzo . Ma acciò Zzzo sia un integrale coro* 
pletp dell'equazione differenziale, dere contenere una costante 
arbitraria, che non si trovi nell* equaziope differenziale, la qua* 
le può essere svanita mediante la differenziazione, essendo la 
medesima cosa il differenziale di Z^ e quello di Z-ha , se a è 
una quantità costante . Si abbia adesso 1 equazione Z^-arH^zzQ, 
differenziando avremo dZ^^adarzzo , e differenziando di nuovo 
nella ipotesi dì dx costante avremo l'equazione del second'ordi-» 
ne d^Z:zzo. Quindi l'intégrale completo dell'ordine immediata-^ 
mente inferiore di una equazione del second' ordine, o sìa l'in- 
tegrale primo completo deve contenere una costante arbitraria, 
l'integrale secondo completo, che in questo caso è l' ultimo, il 
quale si chiama ancora integrale finito completo, deve contene-» 
re due costanti arbitrarie. Similmente se differenziamo tre vol- 
te l'equazione Z-Haa?^-«-&r-4-c=o supponendo sempre dx costan- 
te, avremo i.o dZ^^axdx^dxzzLOy a.* d^Z-^^^adx^zzo , 3.® 
d^Z^zo. Dunque l'integrale primo completo di una equazio- 
ne del terz' ordine deve contenere una costante arbitraria « due 
ne deve comprendere l'integrale secondo , e tre l'integrale finito 

completo. Generalmente l'integrale n. di una equazione 

differenziale qualunque deve contenere n costanti arbitrarie tal» 
mente disposte, che non possano svanire che per mezzo dì n 
differenziazioni . Una equazione differenziale é sempre tra due 
variabili, e quantunque alcune volte non se ne veda che un«» 
ciò succede perchè mediante la differenziazione è svanita quel- 
la, il cui differenziale è costante. Infatti l'integrale dell'equa- 
zione ^>F=30, ove Yè funzione di y sola, è come abbiamo ve- 
duto, Y^a x » « A^ o . Si osservi fin d'adesso, che nell' integrare 
convien sempre aggiungere le necessarie costanti, né alcuna 
operazione si deve eseguire suir equazioni integrali prima di 
averle completate . 

Se in uno integrale completo si fanno una o più. costanti 
eguali a zero, o all'infinito, o a qualunque numero determina- 
to, si avrà eiò che sì chiama un'integrale particolare. Quindi 
da un'integrale completo di qualunque ordine si potranno de- 
durre infiniti integrali particolari del meiiesim' ordine. Non si 
deve però credere, che quando una equazione senza il necessa- 
rio numero di costanti soddisfa ad una equazione differenziale^ 



\ 



ii6 ELEMENTI 

'«fisa ne sia sempre un integrale particolare, poiché ha osserVato 
il Sig. Euler il primo, che si danno alcune relazioni, in quali 
^soddisfanno all' equazioni differenziali , senza esser comprese 

nell'integrale completo. Cosi all'equazione dyzz ^ "^ ^ 

«oddisfa l'equazione a:*-Hy* — a^'=x>\ contuttociò non è qfuesto 
un integrale particolare, perchè non può ad esso ridursi l'inte- 
grale completo y=c-hJ/'(x*-Hy*— a^) , qualunque valore si dia 
alla costante arbitraria e. Queste relazioni, che soddisfanno 
air equazioni difFerensiali , e non son comprese nell'integrale 
completo, le chiameremo soluzioni particolari • 

Sia data tra le variabili j? ed j , e la costante arbitraria a 
Tequazione finita ZzzOy la quale differenziata ci dia l'equazio- 
ne P^^o; con le due equazioni Z^zo , e Pzzo si elimini a, e si 
otterrà l'equazione Q=o, che ha per integrale completo 2/=o . 
Sia proposta per esempio l'equazione y >-»-a^H-a'=:o ; avremo 
differenziando adx-f-T^jJyzzo ^ ed eliminando a troveremo 
J^y^dy^'^axydxdy-¥^^dx^^ziO , la qnal*' equazione ha per inte- 
grale completo la proposta j*-»-ax-»-a'=zo. La medesima propo- 
sta è un'integrale particolare deirequSzione£ufj7-H2j£/)'^:o, perchè 
non contiene alcuna nuova costante, e perchè^ è compresa 
nell'integrale completo ai;-i-y ^-f-faso • 

Si abbia adesso una equazione finita Z^zo tra le variabili x 
ed y, e le due costanti indeterminate a e b. Differenziandola 
due volte avremo P^o equazione differenziale del prim'ordine, 
e P'zzo equazione differenziale del second' ordine. Mediante l'e- 
quazioni Z=:o, e Pzzo eliminata prima a, e poi i ne vengono 
l'equazioni Q=:;o , e Q'=30, ed eliminate ae b insieme con te tre 
equazioni Zs=:o, JF^o, e P'zdo ne viene l'equazione differenzia- 
le del second'ofdine H^:^. Questa equazione Rszo ha due inte- 
grali eompleti del prim'ordine, cioè Q=:o, Q'aio, e l'integrale 
completo finito JZ^zso , Allorché si conoscono i due integrali pri- 
mi completi si potrà risparmiare una ulteriore integrazione, poi- 
ché eliminato ~- da essi , il resultato sarà l'integrale finito com- 
pleto, Si^per esempio Z=axH-^-H)'^ ; avremo differenziando 
due volte nella ipotesi di dx costante Pz^jadx-^idy-^^ydy^ e 
/*'=(A-»-aj)rfaj-4-arfj», Eliminando prima a poi b mediante Te- 
quazioni J^:=;o, P==o avreqìp Q=r(Ad7-f-aa?j)rfj— (Aj*4-y*)rfj?, • 
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Q^(aa>— 3r^)Jj— ay^:r; elimioai^do a e b mediante l'^qaazio* 
ni Z=o » jPzso , P'r=Q avremo Y equazione ' 
a^dy^'^zydxdy^'^^dxd^yzzo , la quale ha due integrali com«-» 
pleti<deir ordine prossimamente inferiore , cioè 
(Ax-4-aj?y)rf7— (AyH-y»)rf^c=:o, (aar— y«)fl/y— ojrfomo, e l'integrale 
completo finito axH-^-Hf^^o. Se con le due equazioni QrzOf 

e Q':=o eliminiamo ^^ ne otterremo axj-:4^y>-^'=o^ cioè 

o y=:o, o aa:-4^-»-7*=» : il primo è un integrale particolare, 
li secondo è l'integrale completo. 

Sia data ancora l' equazione Z=ro tra le medesime variabili 
^ ed j e le tre costanti arbitrarie a, b, e e* Differenziata tre 
volte essa ci darà Teamiziom Fisso, P'ssOy jP'so; mediante le 
tre equazioni 2r=o» Psso, eP^zso, si eliminino prima a ^ b^ 
poi b e Cg e finalmente a ,% e, e ne nasceranno le tre equa- 
eioni differenziali del second'ordine(^=o«Q'=:o, Q^'z:ro, ciascu- 
na delle quali conterrà una diversa costante arbitraria. Se ades«> 
so eliminiamo a, b^ e e mediante le quattro equazioni ,Z;2o , 
P=ro, P'zto 9 e P"zzo j ne verrà l'equazione del teiz'prdine 
Uzzo; ed è chiaro che questa equazione ha i tre integrali primi 
completi Qso, Q^o, iQ"=30, e T integrale finito completo 



ZzrzD : e mediante i tre integrali primi potremo eliminando -^ 

e j-^ giungere all'integrale finito. 

Generalmente qualunque equazione differenziale dell'ordi- 
ne n ha un numero n d'integrali completi dell'ordine n— r» 
per mezzo de'quali potremo spesso trovare l'integrale finito com« 
pIeto,ohe è uno solo, quantunque possa presentarsi sotto infi- 
nite forme diverse. Questo importante teorema si deve al Sig. 
Foataine. 

Se una equazione o finita o differenziale conterrà funzioni 
trascendenti, si potranno queste mediante la differenziazione 

or 
T • e» .a -#-1 ^ X r^j - 
eliminare. Sia per esempio ^y?:: , avremo « ^z- , ed 

xplog.nirlog.'^--— , e differenziando dxÌ0f^.iKz: — — . Si abbia l'è- 

d*^ dv 
quazione i'loS*j^"*^^^==^> ^^^ ^ ^ Q ^^ funzioni algebrai* 
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che di oc' e iii\y.i , aVren\Q .divi^deoflo. per P e . difFere oziando 

d^Y Q d^y dy , Q o- i . j i, • . * 

--p.-f-^ * "S"^ J^ ^=^^* ^**^ "*** adesso 1 equazione 

Arc.taiig. -p-f-PIog. ^-+-Q ^=o ; differenziando avremo . 

'delle funzioni tràscen'dehti. PWr elixbìnar T altra difibreozi^mo 
di nuovo dopo di aver divisi t\xtt,\ i termiai. per dP, ed il resul- 

* X ^x ^ dxd»y j Pd^y d^y , dx r> 

tato sarà rf.rj-- — . .sjd -^TdT- -«-"T^ -»-rf ;-^ =o. Da 

{dx^-^^y^ìdP dPdy dy dP 

questi esempj si -vede chiaraméùtey che potremo aver sepaipre 
equazioni differenziali', nelle qr^àliinon éian^i funzioni trascei^ 

denti della più atta differenziale. Quindi posto -j-'zzp^ 'a"^^^ > 

• * Hoc cuc 

da • . , ' 

^=:r, ec. qualunque equazione dell* ordine n tra le variabili » 

ed y, nella' quale dx è supposta costante » avrà la forma 
— 3. -f-Afco 9 'essendo M funzione di jp ^ y > /? , j , r , ec* 



Wx" 



i3o. 



Se in una data equazione alcun differenziale non sarà stat» 
supposto costante y si potrà nel modo s^uen te' vedere , se esiste 
"una equazione di un'ordine inferiore che vi soddisfaccia, e ne 
sia l'integrale completo. Siccóme alcun differenziale non è gta* 
to supposto' costante, è in nostra libertà*di suppor costante quel 
differenziale, che più ci piace; quindi conviene osservare, se 
presi diversi differenziali costanti ne risulti il medesimo rappor- 
to tra le variabili. Se questo non avverrà, sarà un segno sicuro 
che non esiste alcuna equazione, la quale sia l'integrale della 
proposta. Data pertanto una tal equazione si faccia prima d» 
costante, poi l'equazioDe che ne risiilta si riduca di nuovo ad 
una forma, in cui niun differenziale sia costante, posto cioè 

i^y^-^ — in luogo di rf»Y, rf»y — - — , ■ ^ h ^l—— — -^l- — 
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fn luogo di rf*y , ec. Fatto cì6 si osservi se Tequaziotie , che ne 
nasce, combiDa con la propoflrta: se ^esto succede, requaaione 
esprimerà un determinato rapportò tra a: ed y; altrimenti non 
vi sarà àkuria equazione che sia integrale completo della propo- 
sta. Si abhia pfr esempio l'equazione 

Pd^a^-^Qd^y-^'Kdx^^^dxdy-^Tdy^^iZDf in cui niuh differenzia- 
le è supposto costante. Facciamo costante dxy ed avremo 
Qd^y-^Rdx^-^dxdy^Tdy^^no; e riducendo di nuovo questa 
equazione a no^ contenere alcun differenziale costante, seri- 

Tenrdcl oiofurf-^y-f-^* ■ > ' ^^ iQogo di d^y, otterremo. , , 
" d • ^ Qd^y^^Jidx^H-Sdxdy'^Tdy^zso. Acciò questa equa- 

sione combini con la proposta, convien che sia Pzz — ~^ , cioè 

PdX'^X^dyz^o . Se ciò avrà luogo, T equazione proposta ammet- 
terà un integrale, p sia una relazione tra a? ed y, che si troverà 
la medesinia quàTuiique'difìerenisiale si supponga costante". Qui 

però colivien distinguere due casi ; o p attualmente i?;=— -^T* ® 

sia questa equazióne è identica :o pure Tequhzione Pdfr-^^-QrfySDO 
sussisterà nel.metiiejsimo t^mpo che la proposta, cioè ne sarà un 
integrale^ particolare però, perchè non contiene alcuna costan- 
te arbitrària. In quésto ultiitio caso si potrà a^ere anche un in- 
togràlie? finito particoraré senza il soccorso del Calcolo Ititegrale . 
Inatti differenziando l'equazioue P^a;-f-Q^;^r=Q avremo < 
Pd^x^hQd^y-^^Pdx-^^Qdyzzo y e sottraendo questa equazione 
dalla proposta otterremo Rdx^^^Sdxdy-^Tdy^'zidPdxXdQdy , 

ove potremo eliminare i differenziali ppnendo dyzz^^^^ «Dilu- 
cidiamo tatti-questi casi ^n qpalch' esempio* \ 

Sia proposta l'equazione ydyd^x^^dxd^y^^x^'^dxdy^'rzo ^ 
la quale ci Ha Pdoc:riydxdy\ e Qdym'^dxdyi sarà dunqde Te* 
quazìone Pdx-yQdyz^LO identica*, e perciò la propósta ammette- 
rà un integrale completo. ' * • 

Si abbia in secondo luogo l'equazione x^d^x-^x^yd^y 
-4-(a*— j*)£?j?*4-a?*rfy":=o, .e affinchè essa sia integrabile, con- 
verrà che sia x^dx-^-x^rdy^zo , cioè xdx-^^dyino^ e siccome 
questa equazione non è identica, veiliamo se soddisfa alla prò- 
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5>08ta, Differenziando abbiamo a?rf*J?-i-ijiP*-*-yrf»y-Wy*:=0, e 
sottraendo questa equazione moltiplioata per ap*. dalla proposta 
avremo a*— y«— a:»=:o r Ora poiché TeqiXazione a;*-f-y":=ra« 
combina con l'altra xdx-^dypzo , sarà un integrale particolare 
della proposta . 

Sia finalmente data reqaaeione xd^x^^-yd^yn^x^izzo , la 
quale sarà integrabile se xdx-^jdyrzo. Questa equazione diffe- 
renziata ci darà xd^x^x^-k^yd^y^^y^zzo ^ e quindi rfyzro ^ 
cioè y costante , lo che non può aver luogo • Dunque non esiste 
alcuna relazione tra x ed v, che soddisfaccia alF equazione da-^ 
ta. Osservazióni simili si.&ranno, se F equazioni comprenderaa- 
no un pia gran numero di variabili. Ma in tal caso T equazione 
potrà non ammettere un integrale , quantunque in essa u& 
qualche differenziale sia costante, come adesso vedremo^ 

Sia data una equazione differenziate del prim'ordine tra le 
variabili x^y^z^ec» della forma Adx-^Bdy-^Cdz-^ec^O'^ e 
ae questa equazione ammetterà un integrale , vi sarà sempre un 
fattore F funzione finita delle variabili x^y^z^ eo« pel qoale 
moltiplicata V equazione proposta diventerà una differenziale 
esatta. Infatti sia T\ido l'integrale della proposta, e da questa 
equazione differenziata ne nasca dT:=zPdX'^Qdy'^Rdz'^tc.'=zo'y 
e siccome deve quest' ultima equazione corrispondere alla pro- 
posta^ converrà che il valore di dx preso da aoibedute Tequazio- 

ni sia il medesimo, cioè (ara ;j=^ » •ji=<t^,ee.y per soddisfare 

alle quali condizioni bisogna che, jiosta Pz=:FA^ sia Q:=zFB^ 

it=/C-, ec. , cioè -Fé il moltiplicatore, che rende la proposta 

lina differenziale esatta, il qua! moltiplicatore sempre esiste, se 

p 

pure la proposta è integrabile, ed è !=:^ • Da questo prìacipia 

potremo giudicare, se la proposta ammette un integrale. 

Sia data infatti l'equazione Vzzo del priin' ordine tra le va- 
riabili X, j, js, ec. , la quale posto dyz^dx^ dz^^dx^ ec. si 
ridurrà ad essere una funzione di a?, y , «, ec. /? , /?', ec. Ora 
se questa equazione ammette un integrale, vi sarà una funzione 
/^ di a? , j , » , ec. tale , che sia Pv una differenziale esat- 
ta, e quindi, per ciò ohe abbiamo insegnato nel Calcolo Dif- 
ferenziale, l'equazioni 



\ 
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'd>Fr\ t . là.Wr\ 



(diFV\ X , /d.FF\ 
fd.Fr\ I . /d.Ff\ 



ec. 
le quali sono tante » quante le variabili meno una» dovranno 
essere identiche. Se facciamo 

e se osserviamo che F non contiene né p ^ né ' p' ^ ec. , po^ 
tremo mettere quest'equazioni sotto la forma seguente 



(^-E)'-'f=-^(f) 



ec. 
Ora se esiste una %quazione finita Bzzo , che soddisfaccia alla 
proposta y=o , differenziata F equazione Bsso , e posto il valore 
ricavatone di/? in F, diventerà Vino una equazione identica, 
cioè diventerà =o il secondo membro delle precedenti equazio- 
ni : dunque la medesima sostituzione manderà a zero i primi 
membri di quest'equazioni , i quali devono essere ideinti(à con i 
secondi . Quindi avremo 



(^-^-^s- (., 



ec» 




che vi si sostituisce il valore dip ricavato dall'equazione Vziio^ 
Quindi eliminando F avremo Y equazioni di condizioBe 



(^-g)P'=(^.-f)P 



ec. 

le quali saranno tante di numero, quanto ò il numero d'elle va- 
riabili meno due. Quest'equazioni di condizione combinate con 
Tom. IL i6 
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la proposta devono essere identiche, acciò essa sia integrabile, 
cioè affinchè esista una equazione finita che vi soddisfaccia • 

Può succedere 9 che quest'equazioni di condizione non sia» 
no di loro stesse identiche, ma richiedano per esserlo oltre l'e- 
quazione J^o anche un'altra equazione finita C=X). In questo 
caso, se Tequazipne Czso soddis& alla propo0ta Vzdd^ ne saia 
un'integrale, ma partieolare, perobè nella equazioiie Czso non 
entrano ccMtanti ai verse da quella della proposta. 8e poi non 
soddisfacessi» alla proposta, questa non ammetterebbe integrale, 
né pur particolare. 

Discendiamo ad un caso speciale,. e sia proposta l'equasio'- ( 

ne tra tre variabili V^ziAdx-^Bdy-^dzzzx) ^ ove A^ B^C sono 
funzioni di ^ , j , e 2; . Ponendo dyszpdx , dz^zp'dx avremo 

V^A^Bp^p')dx\ e quindi ìV=(^)h-/»(^'(^ , 

♦ ^~(d;)"^(19*^'(l^)' ^=^' •^''ciò l'equadone 
di condizione «ara 

la quale, sostituito il valore di jE[p=—]^—C/^', diventerà 

e questa equazione dev'essere identica, perchè la proposta am- 
metta un'integrale completo, o deve afla^ proposta soddisfare, 
perchè questa abbia un'integrale iparticolare. 

Sia data par esempio l'equazione dx-^ — ^j-4— ^£2=0; avre» 
mo ^i , e quindi (^=(^)=:o; B^izj,, e perciò (g)= j, 

(^)=o; a= J , e quindi (^=7 , (^H* S»»*^*"*^ ^««^ 

sti valori T equazione di -condizione diventerà —^\ -~o la 

yz yz 

quale, siccome è identica, ci mostra, che la proposta ammette 
un' integrale completo ... 

«Si abbia in sellando luogo ;!' .e<^ankme (z'^)dx'»¥<edy 
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My-z)dz=o. Avremo ^rw-y, (^)=^i. (^)='» ^=^' 

(^^/ (fH' ^3^-*' (©=*»' (f)=' » • ^' equazione 
di condizione sarà 2;— y^-:r=o , la quale siccome non è identica, 
conyien vedere, se soddisfa alla proposta, e perchè questa suo- 
cede, la proposta avrà per integrale particolare z^X'^. 

Finalmente sia data F equasione ydy'^ydX'^^dsszso ; l'equa* 
zione di condisione sarà aPH-^y:=o , la quale siccome jM>n i identi« 
ca , né soddisfa alla proposta , questa non ammette integrale • 

Passiamo all'equazione di quattro variabili 

F=^^5^-hCj^^2>^=o, cioè F^zA-^BjM^p'^D/'. Sarà 
condizione saranno 

le quali sostituito il valore di Bj^s^A^^p'-^Dp'^ divente- 



ranno 



-^p 



e queste devono essere identiche. Ma siccome le quantità A^ 
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Bf C e D non contengono né/?' né/?", converrà che siano egua- 
li a zero i termini moltiplicati per p' e per/^^'. Quindi avremo 
le tre equazioni 

le quali devono essere identiche , perchè la proposta ammetta 
un'integrale completo. NelVistesso modo si troveranno le con- 
dizioni d'integrabiliti per l'equazioni di un maggior numero di 
variabili . 

Se nella equazione di condizione trovata'per tre variabili 
facciamo C=o, e supponghiamo che A e B non eontengano z ^ 
l'equazione medesima sarà identica: perciò qualunque equazio- 
ne J^^ar-f-B^fynu^ tra due variabili è sempre integrabile , cioè 
esiste sempre un moltiplicatore, che la rende una differenziale 
esatta. Ma questo teorema è così interessante, che fa d'uopo di- 
mostrarlo più accuratamente. Facciamo dxzzm^ dy^un\ ed 
avremo l'equazione differenziale VzzAm-^Bm'zzo ^ la quale ve- 
diamo, se moltiplicata per un fattore F funzione di x e di j di- 
venir possa una differenza esatta . Sia dunque 

Ff^=:rfQ=(^J/n-f-f ^W, ed avremo 

(f )=(§H^K-(f)'(^)=(f) • p^'ci. 

f ■ '. /"^ ( ' J / )=o. Se adunque la proposta F moltiplicata 

per un fattore F può divenire integrabile , dovranno essere 
identiche l'equazioni 

\ dx /"^V dm r^ ' 
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air opposto se Fnon può di venire integrabile , quest'equazioni 
non avranno luogo. Ma esse si trasfornaano nelle seguenti 

nelle quali , se facciamo Vzzo , svaniscono i secondi membri ; 
-dunque nella nìedesima supposiaione devono svanire anche i 
primi membri . Quindi , perchè la proposta sia integrabile , Te- 
'qnaEioni 

tlevono essere identiche, se vi si sostituisce il valore di m^ dedot- 
to dair equazione F=o • Pei^ciò eliminando F avremo V equa* 
zione 

che dev*eteere identica sostituito il valore di m', perchè la pro- 
posta sia integrabile, e la proposta sarà sicuramente integrabile, 
allorché V equazione (e) avrà luogo . Poiché te non fosse integra- 
bile , non sarebbero identiche l'equazioni {a), e quindi né puro 
le (i) 9 cioè non esisterebbe un valore di F, e perciò né pure di 

-ffi il quale soddisfacesse ad ambe l'equazioni (i)^ e l'equazio- 

àF 
ne (jc)y che risulta dal paragone dei due valori di -=•» ^^^ sareb* 

be identica. Adesso» poiché VzzAmr^Bm' ^ sarà 

(S=K^H'© ' (fH(^)-^'(f) • (Z)=^* 

l-j^A^B, e sostituiti questi valori^ l'equazione (e) diventerà 

la quale è realmente identica, se facciamo VzzArri'^Bm'zzo* 
Pertanto qualunque equazione differenziale tra due variabili 
Adx'^Bdyzso è sempre integrabile. 
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l32. 

Passiamo all'equazioni difFerenziali degli ordini superiori , 
nelle quali supporremmo sempre dx costante. Sia data adunque 
una equazione difièrenzialè dell'ordine n tra le variabili x ^y ^ 
z , M , ec. ; posto dyzzpdx , dpzzqdx , dqz^rdx , ec. dzczp^dx , 
dp^zzq^dx ^ ec. questa equazione si potrà sempre ridurre alla for- 
ma dt-^Adt'^ec. 'j^dxzzOf essendo Ay J3> ec. funzioni di x^ 
y 9 z ^ ec./? ^p' . . . . t y t\ ec. Ora se questa ammette un'in- 
tegrale dell'ordine inferiore, vi sarà sempre un iholtiplìcatorei 
che sia funzione di a? , y , a , ec. />,/?' , . . . . < , ^' , ec. , il qua- 
le la renderà integrabile. Infatti sia Zzzo l'integrale primo del- 
la proposta , ove sarà Z funzione di x ^ y , z ^ ec. p , y • • • • * , 
p' y q' . . , t\ ec.y e differenziando avremo 1' equazione 
jPdC-k-Qdt* . . . '^dxz^Oy e dal paragone di questa con la propo« 

sta ne nascerà ^=s^, ec.-;T=Jff, cioè Qi^JP, ec. 5=:jBP, e 



P y--p 

quindi P sarà il moltiplicatcNre, che rende la proposta integra^ 
bile 9 il qual moltiplicatore sarà una {unzione di un'ordine in- 
feriore a quello della proposta. 

Vediamo adesso , quali condizioni si richiedono » perchè una 
equazione qualunque sia integrabile. Sia Vzzo ui^a equazione 
di qualunque ordine tra le variabili x^y^z^u^ec, essendo dx 
costante ; se essa ammette un integrale dell' ordine inferiore , vi 
sarà una funzione F tale, che FV sia una differenziale esatta, 
onde, per ciò che abbiamo insegnato nel Calcolo Differenziale, 
facendo dys^fuix , dp^qix , dqzardx , ec. dz:z:yfdx , rf/^'isy'rf^r , ec. 
du=p''dx, dp"z=q"dx, ec. avremo le seguenti equazioni di condf- 
zione 






ec. 
le quali saranno tante, quanto il numero delle variabili x, y^ 
a » u , ec. meno una, e quest'equazioni dovranno essere idenlL 
che . Le medesime equazioni facendo 
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4lV=Mdx-*-N dfJirP dp H-Q dq -^ec. 
■^ISP dz^V dp' ^ dq'^tc. 
-^N"dit-^F'dp"'*jQ"dq".t^. 
ec. 
potremo metterle sotto la fonua segu'ente : 

/^j. dP d»9 d*R Xp /n ^ a^'R \dP 

_. ,dF d'F. 
F-f«-5— c-j— — +-ec. , 



dx «fe» 
{^--37^ -^-ec.) J^-(F-a^ *eo.)^ 

(ir-^:».);-(i."-^*«.)f*(Q"-.«.,^ 

oc» 

<"" «=(?)-ÉKf)*Èi''•Q-~•• 
cE=r-^)— T-rf(-T-ì-f-cc. , e ie in quest'espressioni porremo 

a , p\ q\ ec. invece di jr, ^, y, ec. , avremo ì valori di al , 
i' y c\ ec. y ì quali si cangeranno in quei di ol^ , b", c'\ ec. , se 
in luogo di z f p' , q\ ec. porremo m , p^\ q^\ ec., e così in se^ 
gaito. Ora, siccome T equazioni precedenti devono essere identi« 

che, se facciamo )^o, -i-=:o, -^-^=0, ec, nel qoal caso il se- 
condo membro di ^%^ svanisce, dovrà «vanire nelle medesime 
supposizioni anche il primo, che è identicamente eguale al se- 
condo. Quindi Tequasiom 
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/^ .<fft \d*F _^ 

/-, .dBI \d*F 



dovranno essere identiche , se vi faremo Faco , -t-^P , -^j 

ec. 9 cioè se sostituiremo in esse il valore di uno de* più alti di& 
ferenzìali dedotto dalF equazione F==o, il valore del differenzia- 

le susseguente dedotto dall'equazione 2^=0, ec. E perciò eli- 
minando F avremo dell'equazioni di condizione tra quantità 
tutte cognite, le quaU, fatte le sostituzioni accennate, dovran- 
no essere identiche, perchè la proposta sia integrabile. Il nu- 
mero di quest'equazioni è evidentemente eguale al numero del- 
le variabili meno due; onde qualunque equazione tra due varia- 
bili è integrabile • Può essere, che quest'equazioni di condizione 
non siano identiche, ma richiedano per esser tali, che sia egua- 
le a zero una funzione di un' ordine inferiore a Vi in tal caso » 
se questa funzione soddisfarà alla proposta^ ne sarà un'integra- 
le y ma particolare, perchè non conterrà costanti arbitrarie. 

Prima di passare agli esempi vediamo, come si debba ese- 
guire l'eliminazione di F. Siano date pertanto le due equazioni 

i \ AF É^^ aC ^'^ D^^ — 

(a; ^i'^/^2--HC j^.-Kiy ^^^-0> 

d*F 
ed eliminando -j^ otterremo un'altra equazione , che differen- 
ziata sarà deUa forma 

(3) ^'FH-B-f -HCr|f*iy^=o . 
Adesso mediante una dell'equazioni (1), (2), e l'equazione (3) 

/2s IP 

eliminiamo di nuovo ^^> ed otterremo una nuora equazione j 
che differenziata diventerà 
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(4) ^'"i?-H-B"'g-HC"^*D'"^4'=«>- 
Col mezzo di queste quattro equazioni eliminiamo ^ , -j-^ e 

"j^ considerandole come tre diverse incognite ^ e troveremo 

A'^Fzzo ; e perciò ^"=0 sarà la ricercata equazione di condi- 
zione. Facilmente apparisce, come questo metodo estender si 
possa ad equazioni di un'ordine più elevato. 
Sia data per esempio l'equazione 

Avremo Firj;jH-«/?'y— 2py'--;p--y«--/>p'* , e quindi iVrro , 

Q^^zp'^ sostituiti i quali valori nell'equazioni di condiziou/a 
esse diventeranno 

dF 

dF d»F 

d^F 
ed eliminando -3 — avremo 

{Spp'q'-^p Hf'¥^zpr''^SLxr^7kZpW)F 

Prima di continuar l'eliminazione vediamo, se questa equazio-^ 
ne è identica , allorché vi si sostituisce il valore di 9' e di / rìca- 

dV 
vato dal P equazione F=o, e j-sp'r— 3/?*jr-3p/i'jr '-^/-i-xrsic; 

e siccome ciò succede , ne segue, cbe la proposta è completa» 
m ente integrabile . 

Se à proposta l'equazione 
{x^¥<x:y)dx^'^^ds^y''¥^dxdZ'^xdy^'^-^dz*'Jhxyd^j'^xzd^z:sz^ , 
avremo V:szX''¥^'^^P''¥yfp'-¥^^'^xp'^'^^<cyq''¥^zq\ e quindi 
N:=:X'^2yp'¥^p''^xq , l^±2y »-i-aay , (^=:xy , N'^p''¥^q\ 
P*^zyzj^^xp* , Q'^^z, e l'equazioni di condizione saranno» 



Tom. IL 17 



i3o ELEMENTI 

(*+^')F-<r»-ay)^-My-2jj=o , 

«d eliminando •^— avremo (X'¥'zp''-^p)Fzzo . Questa equazione 

non è identica» onde la proposta non può completamente inte- 
grarsi ; ma poiché l'equazione x-^zp'^ypzso vi soddisfi , ne sarà 
un'integrale particolare. 

Venghiamo adesdo a cercar le condizioni , che devono aver 
luogo» perchè una equazione qualunque possa ammettere un'in- 
tegrale di più ordini inferiore . Sìa F==o una equazione differen* 
siale tra le variabili x, j, 2» ec, la quale moltiplicata per un 
fattore F divenga integrabile; avremo per la variabile y l'equa- 
zione di condizione 

-♦-«^cOjj^— ec.=o, 

ed una equazione simile per le altre variabili z^UyCC. eccettua* 
ta la ar» di cui il differenziale è costante. Jlliminando F avremo 
dell'equazioni di condizione» le quali se combinate con la pro- 
posta Fzso ed i suoi differenziali saranno identiche» la quantità 
FV sarà una differenziale esatta :szdF^. Supponghiamo adesso, 
ehe l'equasnone F^ao tàoltiplicata pel fattore F* .divenga inte- 
grabile» ed avremo per la variabile y V equazione 

ed un'altra simile per le altre variabili z» u» ec. Ma essendo 
FVzsdJ^ y abbiamo per ciò » che ins^nammo uel^Calcolo Diff<^ 
jrmziale» 
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ec. 



(iy\_ /d.FF\ 1 J d.FF\ I j (d.FV\ 

\ df f \ da f dx \ dr f 

Dunque sostituiti questi valori, l'equazioue precedente diven-^ 
terà 



d.Fr\ 6 jdFr\ IdP \id.FF\ V«F 

o sia /poiché dV=Mdx^Ndy^N'dz^Pdp^Fdp''¥'Qdq^^c. ^ 
prenderà la forma 

J'F „ ,dF d»r 



(FR-«c.y 



^-C-y— — »-«C. 



dx» dx dx^ 

essendo a , b , e , ec. funzioni di J^ e di J^ . Se facciamo 
f:^o , sranirà il secondo membro di questa eqaaaione , e 
Quindi anche il primo, che è identico al secondo. Avremo aduik> 
que l'equazione 

/_„ d.FQ , d».FR \„ / d.FR \dF 



(Wl-ec.) 



/ ifx 
doF (e) 



la quale dovrà svanire, se facciamo VrzOy cioè se sostituiamo ia 
essa il valore di uno dei più alti difierenodali contenuti in F* de- 
dotto dall'equazione Fr=o, il valore del susseguente ricavato 
dall'equazione </)^o, ec. Avremo altre simili equazioni per 
rapporto alle variabili z, ti, ec; onde eliminando JF* da queste 
-giungeremo a tant* equazioni di condizione, quante sono le va^ 
riabili meno due; le quali equazioni se saranno ^identiche , 1^ 
proposta ammetterà un'integrale completo inferiore di due uni- 
tà , e se per essere identicne richiederanno qualche relaziona 
particolare tra le variabili , allora questa relazione sarà un'inte* 
graie particolare della proposta, se ad essa soddisfarà. Conti- 
noanda col medesimo. metodo troveremo l'equazioni di condi- 
zione, che devono aver luogo, perchè la proposta ammetta ub 
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integrale di un ordine inferiore di tre unità » e coti in seguito» 
La ricerca di quest'equazioni di condiiione si deve al Sig. Mar- 
chese di Condorcet: quelle, che hanno luogo per Tequazioni del 
priiu' ordine, erano già state assegnata dai Sigg. Euler, e Foniaine. 
Vediamo, se ammette un'integrale finito l'eqaaaione con- 
siderata di sopra 

(j7</a7H-«rf«)rf*y--^yrf*2--dy(ito«-Wy«-4-rf2«)=ro , 
ove P=— «jf*— I— 3p«— j[?'*, Q=x-4-zp', P'=zq^2pp\ Q^^^zp. 
Abbiamo già ttovato, che questa equazione ammette un'integra* 
le completo del prim' ordine; per vedere, se è ancora suscettìbi- 
le di un'integrale finito, sostituiamo nelì' equazioni (e) i valori 
di P, P', ce. ed avremo 

ed eliminando F avremo 

Sp^3p » '^Spp' * H-Sjgpjr'— Sary— S^y' jcro , 
la qual* equazione combinata con la proposta essendo identica, 
ne segue , che la proposta ammette un'integrale finito completo « 

134. 

Neir eauazioni fin qui considerate abbiamo supposto, che 
la potenza de' più alti differenziali sia sempre l'unità; ed inflitti 
qualunque funzione si differenzi , i più alti differenziali saranno 
sempre lineari • Se pertanto sono date equazioni , nelle quali i 
più alti differenziali siano elevati ad una potenza maggiore 
dell' unità, perchè esse nascano dalla differenziazione di una fun- 
zione, devono potersi risolvere in altre, nelle quali i differen- 
ziali più alti siano lineari. Data l'equazione 

Pdx^^Qdy^'^Rdz^zzsiSdxdy^2,Tdxdz^zVdydz , 
avre mo 

j^5_ Tdx^Vdy:t:i/[(T»-PR)dx^^2{TF'^RS)da;dyMV^^QR)Jy^] 

R 
Ora, acciò dz sia eguale ad una espressione di questa forma 
pdx-^dy y bisogna, che nel valore di dz sparisca l'irrazionali- 
tà , e questo avverià, se sarà (T*— P/l)(r»— Qi?)=(rr-4-AS)« , 

cioè Jffc: . PQ,^9 — • adunque questa equazione non 
avrà luogo, la proposta non sarà integrabile. 
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Questo metodo essendo particolare per l' equazione prece- 
dente , daremo il -seguente più generala , il quale potrà applicar- 
si a tutti i casi . Supponghiamo , che V equazione proposta di 
sopra sia eguale al prodotto de' due fattori dz-^pdx-^dyzzo ^ 
dz^p'dX'^ dy^zio: avremo , fkcendo la moltiplicazione di questi 
fattori, e paragonandone il resultato con la proposta, Tequazio- 

ni seguenti ; i*./?p'=-g, a*.yj'=:^, 3*./M:p'=-g- , 4*. jr-Hy'zr— , 

^^*P'9'^P9'^^^'W ' Siccome quest'equazioni àon cinque, e le 

quantità da determinarsi quattro , avremo una equazione di con* 
dizione, che troveremo nel modo seguente . Sostituendo i valori 

dì/?' e di 9' ricavati da Inequazioni S*. e 4^. nella quinta tro« 

veremo y^ >> _y ' sostituendo adesso i valori dì p\ f , e q' 

nella prima e seconda troveremo le due equazioni in p 

{RV^^R^)p^r-^%{TV^^RT)p^T^--RS^—!iSTVz=x,i 
ed eliminando p otterremo l'equazione di condizione cercata 

Pr^-PQi?-HQT»-<-AS«-Ha5Tr=o, 

cioè ifcr-: J^ ■ ,^ , come sopra . 

Se i criteij d'integrabilità, de' quali abbiamo trattato in 
questo Capitolo, non avranno luogo, l'equazioni, ove ciò av- 
viene , non nasceranno dalla differenziazione di alcuna funzio- 
ne . Non si deve però ergere, che esse siano in tal caso assurde , 
anzi esprimono sempre proprietà reali, quantunque non nasca- 
no dalla differenziazione di una sola equazione, come quelle, 
nelle quali le condizioni d'integrabilità son soddisfatte , ma dal- 
la differenziazione di più equazioni insieme combinate; lo che 
in qnal modo succeda, vedremo a suo luogo. 
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C A P I T li O HI. 

» • • • • . ' 

Della integr4mionte delle più semplici equazioni di 

qualunque ordine . 

» 

jtjLbbiamo vedute te condizioni , che devono aver luogo, perchè 
Tequazioaiiliffereosi^Ii aie90.ii;UegrabiU: adesao pesteremo ad 
espórre: iinetodi principali 9 cbe aono stati immaginati per l'at- 
tuale integrazione, ^ in primo luogo prenderemo a considerare 
in qualunque ordine (^ueli' equazioni , che chiamiamo le più 
semplici , perchè oooEi v più semplici artifizj ridur si posdono alla 
integrazione. Mediante le^OBtìtxiiìom dyzzpdx^dpzzqdx^ dq^irdx^ 
dnzisdxy dszitdx^ dtusudx^ec» tutte l'equazioni "si riducono a 

Quantità finite , e le forme generali di quest'equazioni sono per 
prim* ordine /?=zfunzr (^ » y ) » p^l second* órdine * - 
j^rzfunz. (a?, r,p), pel terz* ordine r=:funz. (x^ y, j^, y), ec» 
L'equazioni più semplici, che prendiamo ad integrare in questo 
Capitolo son quelle, nelle quali una delle quantità or, X*P* 7» 
r, ec. è funzione di una sola delle altre. Né questo problema al 
di là del second' ordine può^ risolversi generalmente: noi dunque 
scorreremo quei casi, ne' quali l'integrazione succede. li più 
semplice caso particolare di questo problema è quello , in cui 
una delle quantità/?, q , r, ec. è zero, cioè allorché è data 

r equazione — Z^o» e dalle cose precedenti facilmente apparisce » 

dx 

che il di lei integrale completo sarà così espresso; yzzAx 

^Bx "^ -i-Ca? .... -f-iWar-f-iV, ove A ^ B ^ C , . . . . N 
sono n costanti arbitrarie. 

Così pure potranno generalmente integrarsi quell'equazio- 
ni, nelle quali una delle quantità /?, ^ , ec. è eguale ad una 
funzione di x. Chiamiamo X questa funzione , ed in primo 
luogo sia P^lX\ moltiplicando per dx avremo pdxzzdyzrJCdx ^ 
•d integrando yzzfXdx. Sia in secondo luogo q:^X; avremo» 
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^dxrzdps:zXdx , e quindi p=fXdà^ , pdx:piyzzdxfXdx , ed 
y^dxfXdx , o sia integrando per parti y^fA^dx-^fXxdx . Sé 
ÌD terzo luogo r=^ , sarà rdanzÌAqSsLXdx ^ e q'zzjXdxj 
qdx:zdp^zdxfXdx , e pzzfdxfXdxzzxfXdx^Xxdx , e final- 
mente yzzfpdxzZ'-x^fXdx'^xfXxdX'^'-'fXx^dx . Similmente 
per i casi di szzX, , e t^X avremo respefrtivamen te 



y^^-TT^^fXdx^-^x ^fXxdxj^^x^fXx^dx^ ^xfXx » dx 

^•^—SXx^dx. 

JÈ chiara la l^gé » con cui queste formule progrediscono, e si 

Tede , che generalmente rintitgrale dell' equazione -^zzX sarà 

dx 

5t.3.A.^'{n-i)y=x^^fXdx'^n^i)x^'^^fXxdx 

ove le costanti arbitrarie son comprese negli n segni somma- 

Se con le lettere grandi Y, P, Q,ec. indichiamo funzioni 
qualunque delle corrispondenti lettere piccole j» J9, ^ » ec. » gli 
altri dasi, ne' quali l'integrazione succede /si ridùcono ai se- 
guenti: p^Y ^ jCxP, r=Q, 5=jR, fc=5^ ec., e. jcrF, yraP, 
j^zQy /±:i{y èc. Incominciando dalla prima serie , se nelPéqua- 

dY dY 

zione pzzY poiighiamo il valore di pcs-p, avremo dxzzr^ » o 

quindi x::^ 1,^ » Ln seconda equazione ^=rP , a motivo di 

^rr^, diventa dxzsrp- , e quindi. rfjsr^r^; onde :t=:/-^, 

y= / p"» ^*^* ambe le variabili x ed y sono" determinate per 

la quantità/?. L'equazione.7t=:Q ci dà dxzz-^ ^ e quindi 
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^d^p=^, cioè x=/^. ^/2|, e perciì» 

j,ds=dy=d.f.^=^f^, e finalmente -y=:/|/£|.NeI. 
la medesima maniera per l'equazione szzR troveremo 

Si debba per esempio integrar T equazione — -^ — =zi ,cioè 



«=i- : avremo &=-^, e quindi «^;g = V"*"^l/ 'X'^T'*'^' 

de eliminata r F integrale della proposta sarà 
X 

^ 5.5.7 ^-4 ^ TT . 

Passiamo alla seconda Serie , e Y equazione j=r ci darà 
qdy=pdp=zYdy , ed integrando avrenao -^p^^zfYdy, e 

p=^z^/^rdj; onde iag: ...ft ■ . ^ ^^ fJ^ • La 
^ dx'^^ ^' YifYdy ^ V%fYày 

•econda equazione r=zP diventa Tdp=^qdq=iPdp y e quindi 

«d 'y= f-iM=i^' L* e<ittazion9 «=0 moltipKcatapet </j divent* 

adj=srdr=:Qdq , ed integrata ci dà r=^={/s^fQdq » e qtiindi 
»=s /* ^^ r ora ewendo r=4^ , e pdxssdy^ sarà 

x= r^M= , ed -yii A=à= r-&=. ' iSimflmente pot 

r equazione t=:jR troveremo 0;= / ., r > ed. 

^ ^[/zfRdr 
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nrzr / —-—---- / _ . — / Ji : e così delle altre. 

Prendiama per esempio ad integrar F equazione 7-7= ^Ta ' 
cioè jury. Avremo JQdq^^ — \-A^ e quindi 
= A^= =/l_4l-_=log.[^.H/(? '-Ha^l-log.^ . 

=y-f-Clog.[jr-»-^/(5ra-+.a>4)]-+-I? . Abbiamo dunque troyati i valo- 
ri di a? e di y espressi per j: ora l'equazione tra :r e g ci dà 

3e =:y-»-t/^(j*-*-a^), e quindi B^e ^^^Bqe =12^9 cioè 

f=: — e — ^ ; sostituendo il qual valore in quello di y avre^ 

B X A - T - 
ino 3'=:-7e """w^ H-Car-»-Clog.J?-j-I?, o sia piii semplice mentet 

Hiutando le costanti yzzAe '^Be -t-Cx-i-Z? •. 

CAPITOLO IT. 

■ 

D^Ua integrazione delP equéèzioni differenziali 

del £rim* ordine . 

xxbbiamo percorsi alcuni casi , ne'quali facilmente riesce Tin-^ 
tegrazione dell* equazioni , qualunque sia il loro ordine: adess 
tratteremo più accuratamente di ciò, che ha rapporto all'iute^ 
grazione de!!' equazioni del« prim' ordine. Sia dunque propost* 
r equazione differenziale Pdx^¥^dyzzOy ove P e Q sono funssio^ 
ni di j; e di y, ed in primo luogo conviene osservare, se essa ? 
una differenziale esatta; lo che succede per ciò, che abbiamo in 

segnato nel Calcolo differenziale, quando (xJ^^It^I* ^^ ^"^" 

sta condizione avrà luogo, la proposta sarà da per se stessa in 
Tom. IL 18, 
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grabile^ ed il suo integrale sì troverà nel modo seguente. Se 
fosse j costante, T equazione sarebbe P<far=:o , l'integrale della 
quale è fPdx-^C: ma siccome abbiamo supposta j costante , C 
sarà una f unsiooe di y • Adesso di&renztando V equazione 
fPdx'^Gzso , e supponendo Vdy il diflTerenziale di fPdx preso 
per rapporto ad y , avremo l'equazione P^iar-i-Fi/y-f-rfCiso , e dal 
paragone di questa con la proposta ricaveremo dCzz{Q'^V)dy 
per determinare C 

L'equazione (a*-4-2J?3r-Kr')rfj:-f-(a;*-»-y*— a*)rf3C=o è da per 
se stessa integrabile, perchè 

(^ì^!:Ì^ÌÌf!i)=«=(^!f!:Ìg=^) ; dunque integrando 

X^ 

nella supposizione Sìy costante avremo a»a7-4-a7"y-4--T--4-C^o , 

essendo C funzione di y . DifFerenziando adesso questa equazio- 
ne troveremo (a*-*-axyH-a?*)rfjr-*-^*fl/y-4-rfG=0 , e dal paragone 
di questa con la proposta otterremo ^C=(j^ — a^)dyy cioè 



C=:^— a»y-4-ft; e quindi l'integrale della proposta sarà 

o»ar-+.:c«y-f.-r--f.-^— a"y-i-i^o. Se in luogo di y ponghiamo 

costante^, giungeremo allo stesso integrale: infatti avremo in- 

tegrando « »y-i-^— a^yH-jB^io , ove sarà B funzione di :r , e pa* 

ragonandone il difFerensiale (ir»-Hj*--a*)rfy-f-2xyrfjc-W&:o con 

la proposta avremo dB=^{a^'^x^)dx , cioè -B=a*a7-»--q--*-A , e 

l'integrale della proposta sarà perciò 
r* x^ • 

x^y-^-'^ — a*y-4-aaj7-*- -^-«cro, come sopra . 

Per determinare il valore di C convien differenziare la 
quantità fPdx pét rapporto ad y . Questa operazione non ha 
alcuna difficoltà, quando si può assegnare l'integrale fPdx pre* 
so per rapporto ad x\ ma quando questa formula non è assegna* 
bile in termini finiti, non si vede, come se ne possa ottenere il 
differenziale per rapporto ad y . A quest'oggetto si osservi, che 
chiamando Vdy questo differenziale avremo d.fPdx^Pdx-^Vdy^ 

e quindi (^(2)' «'<»* (^)''*=(^''* ' ^arà dunque 
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\Ai^^ il differenziale di J^ preso per rapporto ad r , e perciò 

V:^ I yj'}^*'^ ^^^ funzione 9 che non contenga x. Ma tutti i 

termini àìfPdx devono contenere x ; danque dovrà contenere x 
in tutti i suoi termini anche Vdy » che è il differenziale di fPdx 

preso per rapporto ad y . Avremo perciò Vzzl ("j- V* ,prenden» 

do questo integrale nella supposizione di y costante • 

È in nostra libertà di determinare come più ci piace Tinte* 

graie fPdx; ma ^ integrale / ( j-W^ come si dovrà determina* 

ref Se si vuole » che il primo svanisca , quando x^:a^ svanirà 
nelle medesime circostanze anche il secondo , e perciò sarà de- 
terminato. Infatti la quantità fPdx svolta in una serie ordinata 

per y sia della forma A-^^By "^X^y -i-ec. ; e poiché essa deve 
svanire nel caso di xiza , qualunque sia il valore di j, avremo 
necessariamente nel medesimo caso A^io , B^o^ C=:Oyec. 
Adesso differenziando per rapporto ad y abbiamo 

/ (^ W^'^^^'^-Sy '^^'Cy "" H-ec. ; e quindi la (Quantità 

/ izr)^^ svanisce anch'essa quando J7=a. L'equazione 

(— ^ — J^^f i'T-)^^ ^^ chiama il teosema di Ltibnìtz dal nome 
dell'inventore. 

187. 

Una equazione differenziale Xdx^^-Ydyzrio 9 ove X sia fun- 
zione di X, ed Y di j, sarà integrabile da per se stessa, poiché 

( -^ F^^^^lX / ' 4^^°^^ » ogniqualvolta una equazione differen- 
ziale si potrà ridurre alla forma XdX'^YJytzo^ se ne otterrà 
r integrale . Questa riduzione si chiama separazione delle varia- 
bili, in quanto che. per essa si riduce l'equazione ad esser com- 
}>osta di due termini, uno dei quali contiene la sola x^ e l'altro 
a sola y. Se in tutte l'equazioni del prim' ordine si potessero se- 
parare te variabili, di tutte ottener si potrebbe l'integrale. Ma 
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le variabili non si sanno sepaiare, che in alcuni x^asì, i pribcl* 
pali de* quali andrò accennando. 

Nella equasione Pdw:z:Qdy akrao P e Q funzioni omogenee 

p 
del medesimo numero di dimensioni ; sarà jr una funzione di 

dimensione nulla, la quale perci^ si cangerà in una funzione U 
diUfSesiSày^uix. HeLdyzzudx^^^cdu; quindi la nostra equa- 
zione prenderà la forma udx-^xduzzUdXy nella quale le variabi- 
li si separano facilmente, e si ottiene — s: - ^ e per mezzo 

della integrazione log.xzz/-^^ . L^xè adunque determinata 

per w, « posto — in luogo di u se ne ricava T equazione cercata 
tra a? ed y. Sia data per «sempio l'equazione 

« quindi — =1 .'— = ed integrando 



Jog.x— log.fl=— alog.(iH-tt)-Hlog.(i— z^)=log.r^-^j, e passando 

dai logaritmi ai numeri — =-; -t— :=7-i — t-ì. cioè 

^x-»-y)*^a(j>— y) , 

Sia proposto di separar le variabili nella equazione 
{a^x^^y)dx={a''^b'x^^'y)dy , ove a, A, e, a'. A', e' sono 
quantità costanti. Ponghiamo a-i-Aa:-4-cy=^, a'-i-A':r-Hc'j=iz, ed 

.rvremo ^______ , y= ^^,__^,^ , e quindi 



5^ ^ c'dt^cdu ' ^ pw>po»** diventerà c'tdt-^tduxbudu^'udty 
«ella quale , perchè omogenea , la separazione delle variabili 
non avrà più difficoltà. Nel caso, che sia *c'— A'c=o, non po- 
tranno farsi le sostituzioni precedenti , perchè renderebbero in- 
finito a valore di a? e di y; si userà dunque il metodo se- 
guente . La proposta avrà in tal caso la forma 
'adX'¥^{bx'^^y)dxz=M!dy^n{bx'^cy)dy, e Scendo Ax-4-cj=» avre- 
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1110-^':=-; dx. ove le variabili «ono evidentemente separabi» 

dx Of'-^nz '^ 

11, e 81 ha dx^, 



Sì voglia adesso ridurre alla separazione delle variabili Te- 
qnaziane dy^^XjdxzzX^ dx y <yve X eà X^ sono funzioni della 
sola variabile x. Facciamo yr^zu^ e aostituito questo valore la 
proposta diventerà zdU'-^-^Z'^Xzudx::zX'dx y la qual' equazione 
ammetterà la separazione delle variabili, se determineremo z in 

dz 
modo, che sia rf«-4--Yz«/5r^o , cioè — :=— JCrfar, e per integrazio- 

^fX^x 
•ne log.zrr— yXcfo? , e zzze ' /Postò questo valore di z la no- 

. atra equazione sarà zdu^rX^dx, cioè dù:^ '=:€•' .X^dx , 

^d integiando avremo uzzfe^ .X^dx:z:^, e quindi T integra- 
le della proposta sarà ytrc"^ .Je^ .X'dx . 

L'equazione dy-^XydoctzX'y )dx w potrà ridurre alla 
forma precedente posto — =^, poiché fatta la sostituzione di- 

tenterà dt — nXtdxr=i^nX^dx\ e l'integrale di questa essendo 
,ft^^/''^^^/e""^''^''^.n-rrfx, sarà quello della proposta 

•JL,=>^''f^''''.fe^f^''''.X'dx. 

n -' 

jr 

Cerchiamo, quando si può rendere omogenea , ed in cons^« 
guenza integrare l'equazione 

(m n n ni vi /»" »" \ , 

ax y '^x y ^^^x y -nec. laa? 

ii^la'xPy^^'^ y^ '^^c'x^ y^ H-ec. jrfy . 

Facciamo yszw , ed avremo la trasformata ' 

(m rn t ni tri ni* rri* ' \ , 
ax u -^x u -^-cx u -i-ec.lax 

^^xa^x^u^^^aPu^'^wAm'^^du^ 
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e questa sarà omogenea, allorché /n-i-r/i:z'»'-4-r/i'=;/»"-wa"c:ec» 
3rr— i-t-z^-^-r^Tir— i-*-/?'-4-r5r'=r— i-4-/?"^rj"=rec. Quindi la pro- 

posta diventerà omogenea posto r= j y se avranno luogo le 

seguenti condizioni: r^r 77-=:ec.=:^5: _-.^^- ^ — . 

Sia data per esempio l'equazione dy-^y^dxnax dx^ che è 
conosciuta sotto il nome di equazione del Conte Jacopo Ricca'- 
ti, perchè questo Geometra ne tentò il primo la separazione del- 
le variabili. Avfemo nnro» Jc?— i , m*zzo, n'=;2, a'^zi, pzzo^ 
^zro; ed acciò questa equazione possa diventare omogenea, con- 

Terrà , che sia =: , cioè /n=:— 2 . Sarà in tal caso r=— i , 

e posto perciò y==— la proposta diventerà 

— 3?*rfM-H(x»— att»)rfj?^o . Oltre questo caso ve ne sono infiniti 
altri 9 ne' quali si possono separare le variabili nel!' equazione 
del Riccati : il pia sempliee di tutti è quello di /nr=o ; infatti 

dy b 

abbiamo allora rfjKS— =^ — .Per trovarne altri facciamo v=z—, e 

a— 7» "^ z 

la proposta diventerà '^dz-^^dxizax z^dx, la quale posto 

X =21, e fer si cangia nella seguente , 

TU 

dz-^z^du:^" rjM du . Se adunque questa fosse separa- 

bile, lo sarebbe anche la proposta, e viceversa; quindi se la pro- 
posta è separabile quando m::zn, lo sarà ancora quando 

i»=— . Supponghiamo adesso yr:— -^ — , e la proposta di« 

venterà dz^—dx^L^-^^ 4x, o sia.ppj|tQ,jr=--, 



dZ'^'Z^duz^au ^dU; e questa equazione essendo simile alla 

proposta c'insegna, ch^ se la separazione aiuccede quando mrzn, 
succederà ancora quando m:=^a— 4 . Pertamte conoicendo un so- 
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Io caso !»=:/» ne abbiamo subito altri i^ue, cioò 7»:=— * , ed 

^9C=:— ^— 4; 9 perciò dal caso di m=o ne dedurremo infiniti al- 
tri, adoprando cioè alternativamente le due formule wss— la— 4> 

Yt A VL 9i 

»K=:— -^^ i seguenti casi, fw=i>-4, w=— j , m=-.-j, wzz— j, 

W2=3r— -7- ,i7i=— — ,ec., i quali casi sono tutti rappresentati 

dalla formula m=— — ^j- essendo i un numero qualunque inte- 
ro positivo. Se ponghiamo i infinito , questa formula ci darà il 
caso di mr>- A trovato da principio* 

i38. 



Abbiamo fatto vedere » in che consista il metodo della 
parazione delle variabili; passiamo adesso a parlare di un'altro 
metodo, che é stato principalmente dal Sig. Èuler applicato al- 
la integrazione dell'equazioni • Questo consiste nella ricerca del 
moltiplicatore, che le rende integrabili ; giacché, come abbiamo 
di sopra dinMxstrato, esiste sempre un tal moltiplicatore. Si ab- 
bia dunque l'equazione Pdx-^Qdyzzo ^ la quale moltiplicata pel 
fattore ili divenga integrabile; sarà PMdsM-QMdy una differen- 
ziale esatta , e quindi l^ — j^ f ■ *^ \ , cioè 

Queshi equazione ci darà il valore dì M; ma essendo essa a dif- 
ferenze parziali , la di lei integrazione presenta maggiori difficol- 
tà, che l'integrazione della proposta: basta però al nostro inten- 
to l'avete un valore particolare di jlf , il quale soddisfaccia a 
questa equazione (a) . 

Trovato un solo moltiplicatore della proposta, sarà facile 
ritrovarne altri infiniti. Sia M questo moltiplioatore , e sia 
PMdx'^QMdyzzdR; moltiplichiamo da una parte e dall'altra 
per una funzione qualunque di iZ, ed avremo 
(Pdx^Qdy)MF.(R):=dRF.{R) , cioè {Pdx^qdy)MF.{R) sarà 
anch'essa una differenziale esatta, e la formula MF.(R) rap- 
presenterà tutti i moltiplicatori , che rendono la proposta inte- 
grabile. Tutto adunque si riduce alla ricerca di un solo molti- 



sa- 



lilicatOTfe, per la qual cosa però noa possiamo dare alcuna Tego-- 
la generale . Scorreremo pertanto alenai casi , che possono met- 
tere al &tto dei diversi artifizi , i quali si usano per ritrovare 
questo moltiplicatore • 

Si debba ricercare il fattore, che rende integrabile l'equa- 
zione dy-^XydxzzX^dx ^ ove X ed X' sono funzioni di x. Il se- 
condo membro è integrabile moltiplicaJfco per una funzione di x; 
convien dunque vedere^ se anche il> primo per una funzione dì' 
X moltiplicalio riescisse integcabile. Si scorge subito il moltipli: 

I dy 

catore — , che ci dà — -^Xdx. , di cui F integrale, è log.y 

'^/XdxzdogJeJ ^-y)» Tutti i fattori adunque, che competo*- 

no Bi dy-^Xydx , son compresi nella formula 

^m^.{J^'^.y), o sia LF.{ef^'^'' .y\ , e quindi e/*^' 

xà une di questi moltiplicatori, il quale è una fuDziqne di x , 

come si bramava. Moltiplicando adunque la proposta per e^ ^ 

avremo e^ dy-^-Xe' ydoc^xJ .X^dx , ed integrando. 

J^^^y=.SJ^^'.X'dx, cioè y=.t'-f^^''fJ^^'' .Xdv , come, 
sopra (137) . 

Si cerchi il moltiplicatore, che renda integrabile Tequazio?' 
ne axdy''<iydx:^{xdX'¥'ydy)\/{x^'kry^''^^) . U secondo mem* 
bro essendo una differenziale esattar, di cui T integrale è 

■5|/'(j?*-4-y •—»')« , la formula ì<*.(i»»h-j»— ^*) rappresenta* tutti 

i fattori, che rendono integrabile il secondò membro. Al primo 

conviene il fattore -^, e. L'integrale essendo -^, tutti i fattori 

adattati a questo primo membro son compresi nella formula 

•^f'i^y Facciamo ir.(xa.^»--a^);=(/»»H-xa.^ya-^*P'==jj3~ 

fy^y^ — 17 >® sarà — j j il fattore, che rende integrabile 

l'uno e l'altro membro, cioè l' equazione proposta*. 
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Si voglia il moltiplicatore adattato a rendere integrabile^ 

t f^qnsizìone aydx'^xdyzzx y (a'ydx'^'xdy). Il primo mem- 



bro 8i rende integrabile moltiplicandolo per — , e 1' integrale 

xjr 

a h 
essendo alog.J7-f^log.;y=log.(a? y ), tutti i moltiplicatori saran- 
no compresi nella formula — F,lx y j- Pel secondo membro- 

un moltiplicatore è , e l'integrale essendo 

X y 

log.(a7 y ) , saranno tutti gli altri moltiplicatori rappresentati 

dalla formula <pAx y ). Per tendete i due molti-* 

X X 

plicatori identici facciamo -F.(x y ) — »^^y^ , 

p.(a? y ):=ix y , e come de v essere x .y 

^szx .y > aTremo roezira^m^ rb^zrb'-^n ^ e- 

quindi ;c=— ^7 ^r-, r'=-77 — fr ; onde il moltiplicatore^ che 

rende integrabile la proposta, sarà x^ ^^ Xy " ^^ 



Sia data una equazione omogenea- Pdx-^'Qdy^X) , ove sia 
m il numero delle dimensioni di or e di y in P ed' in Q; e si vo~ 
fflia M moltiplicatore, elle' renda integrabile questa equazione. 
Sia M una funzione omogenea di n dimensioni , per la quale 
moltiplicata la proposta^ sia integrabile: sarà dunque 
MPdX'^MQdy^dzy e (i>4) JlfPa:-f-MQy:=(/»-w*-Hj)« , suppo- 
sto ohe ffp^n-^i non sia =o, la qual supposizione puè sempre 

farsi . Qiundi avremo r—*- r =s -n ^ > cioè sarà -b ^t^ 

una differenziale esatta , e perciò ^ ^ r( moltiplicatore ricer- 
cato . Questo metodo non potrebbe usarsi , se fosse Px^^Qyi^zo 

Px 

una equazione identica ; ma come allora sarebbe Q^^- — » l'e» 



X y 



^uazion» proposta diyenterebbe P{dx~- dy)so , la quale rietc»^^ 
Tom. U^. IO 
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integrabile mokiplicaCa pel fattore -^ , ed il suo integrale A 

yzzax , 

Più generalmente Ai tutte l'ecruazioni , le quali possono ri- 
dursi alla separazione «delle variabili , si può assegnare il molti- 
plicatore. L'equazione Pdxrk^dyzzo sostituite in luogo di ^ e 
4] y funzioni di t e di i^ diventi della forma Rdt^^duzzo , e 
questa sia separata se si divide per V. Siccome adunque la for- 
mula ^ è per se integrabile , lo sarà ancora la formula 

— f— X-^, che a quella equivale, se si parranno ìa Vìn luogo 

di f e di u i loro valori in x edy. Quindi -». sarà dopo questa 

sostituzione il inoltiplicatore deirequazione proposta. 

Abbiamo esposti i principali artifizj , dtie sogliono usarsi 
per la ricerca del moltiplicatore ; in generale non abbiamo alcun 
metodo per trovare a priori questo moltiplicatore. Perciò i Geo« 
metri hanno cercato di risolvere il problema inverso , cioè dato 
il moltiplicatore hanno procurat-o di determinare queir equazio* 
ai, che per esso sono integrabili. Noi daremo un'esempio di 
<}uesto ttietodo, per una più ampia applicazione del quale ri- 
mandiamo i nostri Lettori al Calcolo Integrale del Sig. Euler. 
Sia pertanto proposta l'equazione ydy-'^Aydx-^Bdyzzo 9 e cer- 
chiamo, quali funzioni di x esser debbano A^ e B, perchè, mol- 
tiplicata pel fattore — - — tt-x — 7?r-> ove C e D sono (Unzioni di 

j:,*sìa integrabile* Sostituendo' questo valore dì Af nella equa- 
zione (a) avremo 

Per soddisfare a questa equazione facciamo eguali a zero i coeffi- 
cienti ài y y y* , y • , «d avremo le tre equazioni 

(i) BdD^DdBzzo, 

(a) ACdx^^JX^BdC-^CdBczo , 

(3) a^rfr— rfC-w/i5zro . 

La prima ed dà -jj-=-j? , e quindi integraildo abbiamo D^zuiB^ 
sostituendo il qual valotre di D nella seconda, e da essa molti- 
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pTicat» per 2 sottraendo la terza moltiplicata per C otterremo* 

^!iadB^%BdC'^dC^^dB=sOy cioèrfjB-H— -5>=~^, e di- 

B C a 

Tidendo per (ai^-C)* , ed integranda ^^_^^^ = (S^ZcF"*"* ' "" 

8ia J?=:C-a^(aa-C)», e quindi a^rfa:=-rf5-+^C=:aArfC(aa-C), 
i>z:Ca— a*-Hai(aa— C)*, e per C si può prendere qualunque 
funzione di x. Pertanto mediante il moltiplicatore 

ai renderà integrabile 1' eq^ua- 



I' 



y » -i-Cy «-+-o(C— <M-fc(aa— C) » )y 
sione 

yrfyH4py(aa--C)rfC-+*(C--£^4-A(alJ^-C)»)rf;yz» . 

139. 

Lasciando adesso il metodo def moltiplicatori ritorniamo aw 
quello della separazione delle variabili . L'equazioni , nelle qua* 
li le Tariabili son separate, hanno la forma Xdx-^YdyzzOt es- 
sendo X funzione di a?, ed Y funzione di j; e l'integrale di esse 
è fXdx-^/Ydyszc . Ora se ^ ed Z sono funzioni tali , che fXdx^ 
e fYdy non si possano assegnare ambedue, sembra , che non sia 
assegnabile in termini finiti né pure l'integrale dell'equazione- 
Xdx'^Ydfrso . Tale sarebbe 1* equazione 

dx dy 1. X 

"" *^ y perche^ 

non può esprimersi in quantità finita T integrale di cia^chedun 
membro. Pure ha osservato il primo il Sig. Euler, che questft^ 
equazione ammette un'integrale algebraieo • Il metodo diretto 
però per giungere a questo integrale algebraieo è dovuto al Sig.. 
de là Grange y e questo esporremo, com'è stato reso più sempii»- 
oe dal Sig. Euler. 

dx 

Incominciando didr'equazibne' ^ r- 

ss. 1^ ■ / ■* . , e ponendo l'uno e l'altro membro rsrrft avre-- 

dx^ - dy* 

wo.-jjjsrflH-^xH-^w», -^ ==a-f-iy-4-cy*. Differenziamo queste* 

djie equazioni supponendo dt costante, ed avremo ^** 
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—r-^^db-^ncy . IVendendone la somma, e ponendo x-t-ys^ ot> 

terremo T equazione -^^=:ai-t-acp , la quale moltiplicata pec 

àp ed integrata, ci dà -j-j=rC-*-a&/?-+-<y* > cioè 

-4-|/'(a-4-ij-hCj*) ; e quindi l'integrale della proposta sarà 
l/(«-f-Aar-i-ca?* )-H/'(a-4-*yH-cj » )=^/[C->-aij( jr-H;y)-M:(j:-+-y) • ] . Se 

r equazione fosse stata — ; 1 — 2, i=o , si 

avrebbe Io stesso integrale, se non che dovrebbe prendersi 
^/'(a-f-ij-<-cj*) col segno negativo. E facile il vedere , che que- 
sto metodo non si può applicare al caso, in cui i segni radicali 
comprendessero potenze di ^ e di j al di là del secondo grado. 
Sia data adesso l'equazione 

dx dy 

Facciamo al solito l'uno e l'altro membro :^t ^ ed avremo 



c=p, ed ir— 'vrM, cioè xzzr' y y=:^^2, sarà 

^^ =^J=4(ar-y)^x.-jr.)-MKx«-3r.)-H/i:x*-y*)=>? 

-^cpq^-j'eq{$p^'^^)^ — 'fpqip^-^^). Differenziamo adesso nel- 
Ja ipotesi, di dt costante le due precedenti equazioni , ed avremo 
^— =ft-i.acx-i.3«j:«-+.4/2r», ~^=:i-+-acj-+.3€j»-«-4^* , e som* 

mandole ■^•^^:ai^a<:(a:H-y)-4-3e(3r"H-y*)-*-4/(a?«-Hj»), cioè 

^=:S-wy-i.-e(/?»-i-gr*)-i.-i^(;ia-K35r«) , e quindi 

^-7 — -A^ = -^ey*-f:^y» . Questa equazione moltiplicata per 

^ ed integrata ci darà fj^^^ C-t-ep^fp^ ; onde essendo -r 
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avremo per l'integrale d<^I]a proposta 

Questo elegantissimo metodo non è di alcun' uso per l'equazio- 
ni, nelle quali la variabile sotto il «egno radicale oltrepassa la 
quarta potestà, se pure con qualche sosti tusione non potessero 
ridursi alla forma delle precedenti equazioni; né altro simile 
metodo si conosce, che possa ad equazioni più generali di una 
simile forma applicarsi • 

240. 

Abbiamo finora parlato dell'equazioni di due sole variabi*- 
11: se il numero di queste «ara maggiore, bisognerà in primo 
luogo t>9servare, se le condizioni «d'integrabilità esposte di sopra 
hairao luogo ; ed allorché esse sussistooo, l'integrale si troverà 
nrel modo seguente. Sia data Tequaziotie idi tre variabili 
Pdx-^^dj'^Rizzzo ^ e supposta jb costante, «ssa diventerà 
PdX'-^'Qdyrzo. Integriamo questa equazione completamente , e 
siccome abbiamo supposta z costante, la costante arbitraria 
compresa nell' integrale sarà una funzione Ai z. Differenziando 
adunque 1* integrale trovato per rapporto a tutte le variabili x , 
y y z y ^ paragonandone il resultato con la proposta potremo de- 
terBiioar« la funzione arbitraria di z, 

Siailata per esempio l'equazione 

(aar-H8)rf:PH-(aj-HB)rfy-^a?-i-y)rf«=30 - 
Facciamo z costante, ed avremo l'equazione 
(ax-4-«)rfir-H(ay-i-z)rf;y=o , ed integrando a?*-#-%r«-f.r*-f^«=C . 
Considerando adesso C come funzione di z^ e differenziando 
avremo '(ad:-4-«)rfxH-(aj-4-z)rfy-i-(x-*-y)//z^:;rfC , e quindi rfCzzo, 
cioè C costante, e perciò l'integrale della proposta sarà 
r(x-f^y-»-y(y-4-s):=Cost: . * 

Si abbia in secondo luogo l' equazione 

(y ■H-y«)rfarH-(x»-4-s")rfy-4-(y*--a^y')rfz==o . 

Facciamo « costante» ed aviemo r=— — ^ — =:— — 

' ars-f-z« jr^^^jrz yz 



dy 



, ed integrando — log.(-ta-H»a)H — log. -<^— srC , o «da 



);b ' '=' z ^> ^ z ^ jr-f-z 
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perchè % è costante, Iog.(j7z^z^)-Hlog.——=rC, e passando da£ 

Ipgaritmi ai numeri ~ — ^-=-:=C, o più semplicemente 

"■ =— =C. Differenziando troveremo dCzoOy e perciò C co- 

Stante. Alcune volte non à cosi facile il determinare il valore di 
G: riprendiamo !& medesima e({uasHone, e siccome^è indifferenf^ 
di suppor eostante q^uslla variabile , che più ci piace , facciamoX 
costante j^,^ ed avremo l' equazione (j-i-2)^^H-(y— ^)</z=o, che 

bitegrata ai darà ^^^^zzC, essendo C funzione di y.. Adesso dif- 
ferenziando y e paragonandone il resultato con là proposta avre- 
aio pei^drtepjninar 6?r equazione* •-*Y--—Y^^^ Siccome- 

il pcìmo. membro di questa* equazione non è una funzione di y 
sola- 9 bisogpa procurare di ridurvelo mediante V integrale trova- 
tp-.Eliaunata infatti dalle due precedenti equazioni la s,, wrrà. 

a* sparire anche la a?, ed avrassi ' — rfy=^— rfC^ cioè- 

dy^ dC dC dC ... .a C— I 

•^J =5((JLTj= C=r- "C' e quindi, sarà ^= -^, o sia. 

G=— — , e r integrale della, proposta aarà^^- — =:-^ , o piiit^ 



tosto -^ ^'-^;a., come sopra . 

Un metodo simile si; userà*, quando il numero delle variar, 
bili sarà maggiore. Sia data per esempio l'equazione 

(y«-l-z •)rfjr-Kaf--JPz)rfy-H(a?y--y t)rfz^(y aHpyz)rf/==0 . 
Facendo % % t costanti avremo l'equazione 

{j^z)dx^{fr'^x)dy:=io, la quale integrata oi dà -22:^=0, essen- 

do C funzione di Z:^ di t. DifFeréùziamo adesso questa equazio* 
ne facendo variare anche s e t, e paragonandone a resultato con% 
là proposta troveremo 

% «pttituendo C in luogo di ^ otterramo ^'^'T'*^^ =rft ; edi 
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4ntegx«ndo f=::— -4-a,<iioè C=:-— . Sarà dunque rkitegrale della 

^ y-4-2 « . . / \ 

proposta r^^^^ # o Ha jrz-Hy/:=d(jH-aj) . 

dy 
Fin qur abbiamo supporto , chepsz-^ ab}>ia una sola ài^ 

mensione; ma se nella equazione proposta p è elevata a potestà 
maggiori dell' unità » in tal caso converrà risolvere l'equazione 
data in p per ottenere una equazione della forma , che abbiamo 
fin qui considerata. Si abbia infatti T equazione 

p '•h'Ap *" -^Bp . . . .-f-iViiro, ove Ay B^ C^ ec. sono fuii- 
>zioni di 0? e di j; siano a, b, e^ ec» le radici di questa equazio*- 
ne, ed avremo jt— a=:o, /?— fcro, /i— cso, ec. Se supponghia- 
tno, cbe gl'integrali di quefl' equazioni stano res,petcivamente 
P— «=o , Q— ^=o , J?— jcro , ec. ove a , fi , y 9 ec. son costanti 
•arbitrarie, tutte quest' equazioni , ed anche il loro {irodotto sod- 
«disfarà alla proposta. Questo metodo suppdbe la risoluzione ge- 
nerale dell'equazioni» la quale finora non si conosce; onde con- 
verrà per lo pfà ricorrere ad altri artifi^, i {principali de' quali 
.andremo accennando • 

Abbiamo già considerati nel Capitello precedente i casi , nei 
•quali iina deHe due variabili ^x ed y-è eguale ad una funzione di 
p . Supponghiamo adesso, che l'equazione data sia omogenea 
per rapporto ad a? e ad v > cioè che le variabili xedy formino in 
ciascun termine la medesima dimensione; è chiaro, che pos^ 
y^sux si toglierà mediante la divisione la quantità x^ e rimarrà 
una equazione tra p eàu^ dalla quale potrà determinarsi il va^ 
lore di p per u , o di u per p • Adesso , essendo 

dyiipdxfsrudX'-^hxdUf avremo — zz , e siccome p è data per 

u^ la quantità ^^---^ sarà una differenziale di una sola variabile, 

du 
P' 
remo l'equazione cercata tra jc ed jr. Dall'equazione — =:'■■ 



«d integrando avremo log.xzr /— -; onde, poiché 1/=:— ,otter' 
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si può facilmente dedurre quest'altra, log.a7=i~log.(;/?-M)-i-/-~j. 

la quale sarà più comoda, quando si potrà determinare più fa- 
cilmente u per pf che/? per u. Sia data per esempio l'equazione 

ydx^xdy=:axl/{dx^'HÌy*); quissta posto -y^=y^ ed y^ux di- 
venterà II— jpzra|/'(iH-f *), e quindi avremo 
L.g..;==>-log.o|/(t^./,.H/_^^ . cioè 

log.a==Iog.C-4Qg.a|/^i-H^»)— •^log.[p-i-i/(iH^»)l, e petcià» 

, ed 



f 

ai/(i-H^*)|>+l/(iH-/»»)]** 

^'' " ■ ' **»^^. ■ I . ^r' pf " ' i » I l I •< 

r 

Se nella equazione data la variabile y avrà una soia dimeQ--^ 
sione, sarà y una funzione data di x e di p^ e differenziando^ 
avremo dy=:pdx:=zPdx'^-Qdp ^ cioè(P—^)rfj?-4-Qrfp=o» l'integra- 
zione della qua]' equazione appartiene ai metodi precedenti» 
Data per esempios Inequazione ayaf.v»— arrfir*Jy=w(ii^*-Hrfy*) 
avremo 2;y=u7?-4-a(f-fj?*), e ^dy^^ttpda^spdx-^^dp-^ìap^dp ^ 

cioà; ^n ^ ^ ùiz^adp, ed integ^rando — =z3fl/?-+-c. Adesso elimi- 
Bando p dalle due equazioni- ^yS2xp'¥^( i-4^*) , ed js=3ap*^-c^ , 
otterremo l'equazione cercata tra j^ edy . 

Una sostituzione adattata può far giungere facilmente allffet 
integrazione, &ia m&tti' proposta, uoa eqitazione della forma 

i/Lx«ZfY») = ^'^°^'l^(y'"»-y' ) * « fe«endx) x:=um , jr=»t/( i-»«) 
avremo rfr=:rftti/(t--zay«.,^...f — f — dìxzzmfz^zdu , e Tequa- 

zjone diventerà — ^ =funz.tf, e quindi 

dz duiunz.u , . , .,. 

— T =: > ove le vanabib son separatati 

H,»^-^») ii|/(M»-Cunz.tt«X 
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Se la proposta fosse della forma ^ y*^»^ 

l/(a?"-Hy»)(/(rfxa-w/y«) 

=fupz> y con le medesime sostituzioni diventerebbe 

: 5ÌffL___=funz.z, cioè y^-fa"^-»')-, ^f , 

ove di nuovo le variabili son separate • 

Se Tequazioni date conterranno pià.di due variabili » prima 
di cercarne l'integrazione bisognerà vedere, se esse possono ri- 
solversi in altre, nelle quali i dt^erenziali siano lineari. Abbia- 
mo di sopra (i34) insegnato a trovar le condizioni , che devono 
aver luogo ^ perchè questo succeda • 

CAPITOLO V. 

Della integrazione deli equazioni differenziali 

del second* ordine • 

ìf osto dyzzpdx y dj^iz-^zzqdx y qualunque equazione del se- 

cond' ordine, nella quale dx è costante, ci darà una equazione 
finita tra 07, j,/^, e ^. Abbiamo già veduto (i35), che Tinte- 
grazione succede facilmente, quando q è funzione di or, o di j, 
o di 9 solamente • Adesso passando ad altri casi un poco meno 
semplici supponghiamo, che F equazione differenziale del se- 
cond' ordine sia tale, che vi manchi la variabile j. Ponendo p 

in luogo di ^, e 4p invece di -j^ avremo una equazione del 

prim* ordine tra j9 ed x. Trovato, quando si potrà, l'integrale di 
questa, avremo/? espresso per x, e quindi Bnohe yzz/pdx espres- 
so per X, che sarà l'integrale cercato. 

Sia data per esempio l'equazione dx^-^xdyzziXd^yt ove 
X è funzione di x; avremo l'equazione del prim' ordine 
Tom. II. Sko 
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ràx 

i^=lY -p , la quale integrata ci dà j^^pzzCé^ , ed 

Se invece di mancar la y manca Valtra rariabile x y poiché 



^ , ^ ww— — » sarà 5r=r2-£, e sostituendo questo valore di q 

avremo una equazione del prim* ordine tra y ep^ la^qnale inte* 

grata ci darà il valore di ji^, e qmacti ricaveremo 0:^:/ — , che 

sarà l'integrale delia proposta. 

Sia data per esempio T equazione d^y-^'Adxdy-^Bydx^zrzo 9 
ove A e B sono quantità costanti. Facendo dyzrpdx ^ dpzzqdx 
avremo q-^Ap^Byz^o ^ iào^ pdp^Apdy^^Bydy^to^ e siccome 
questa equazione è omogenea, ponendo j9=uj otterremo 

— ^^~ — 3 — ^3co. Siano u-4-a, w-hì i due fattori della quan- 
tità u^^Au-^B; avremo—-!-; ^rr^ — r— •: ,," .1 =0 » «^ 

integrando Iog.y-f--^log.(i^+.fl)— ~— log.(ii-HÌ)==log.C , cioè 



y=C{u^) ^-* .(uH-a) ^^ , e quindi 

h a 

p7=:uy=Cu{u^)'*^^ ,{u^a) ***"* . Sarà dunque 

jj^=C e^ ' : di qui si deduce 

a 
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h 



(u-t-fr) s: « ^ r— , e sostitaeo^ quMti valori 

in quello di j, e mutando le costatiti troveremo 

Se a e & , cioò se le due radici deirequazione tt^-i-^i^-^-jB=:o 
sono immaginarie» saràa della forma m*M^— •! > • & della for- 
ma m— >n^--*i ; quindi l'integrale sarà 

yrrCe^'^'^"^''*»/- VC'e"^^"*-'^-' , cioè di una forma 
immaginaria. Per ridurla reale si osservi , che 

^ '^*~'=:cos.na;:b|/'— isen.»^; quindi sarà 

yrra (Ccos./w:— Cp/— isen.nxH-C'cos./iarH-C'^/— isen./w?) , 

cioè, posto C-^'zzD, {P'-C^/'^i'zjy y 

y^e (Dcos.nxH'iyBen.nai) , o piuttosto facendo DzzE9%n.E\ 

I)'=Ecos.E\ y=iBe""*^sen.(/ix-4.JE:') . 



Se a e fr sono ^uali , avremo ^yc::(CH-C')e , il quale in* 
tegrale non è completo, perchè contiene una sola costante 
C'¥'C\ Per aver T integrale completo converrà rifar da capo tut- 
ta l'operazione nella ipotesi, che i due fattori di u^^^Au-^B sia- 
no eguali , lo> che , com' è noto , fa molta variazione nell' integra» 

le delle formule ^^^Au^B ' u^Jju^B ' ^ P^"^® ^ P^^'^ P'^'^"' 
dere il seguente elegantissimo metodo , l'invenzione del quale si 

deve al Sig. d'Alenéert. Nell'integrale fsCi^^^^'t^"^ 



supponghiamo IcziOr^^ , ed avremo y=3^''"'^(C-HC'e. ) , e svol- 
gendo in serie la quantità esponenziale e 

•^ \ a a.i / 

Facciamo C-^'zrzD, ^^'ozzD' , ed il valore precedente di y 
diventerà 
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Qaesto integrale , che ha poco pregio ^ allorché le quantità a e i 
sono d Ì8 uguali » essendo allora composto d'infiniti termini, 
prende una forma molto semplice , quando le medesime quan-« 
tità sono egnali . Poiché essendo in tal caso 9:=o , esso si riduce 

ad yzzie (D^^Ux) , e questo integrale è completo, perchè 
contiene le due costanti arbitrarie D e D\ 

Se avessimo supposta q piccolissima, ed avessimo trascura» 
te le potenze superiori di 0, saremmo giunti al medesimo inte« 
graie. In seguito avendo occasione di valerci delFistesso metodo 
useremo per pia brevità questa seconda maniera. Ma quantun- 
que trascureremo le potenze superiori di a , si avverta fin d'ades- 
so che il metodo é rigoroso , perché ad ogni caso potrà applicarsi 
un ragionamento simile al precedente, nel quale nulla si tra- 
scura. 

Noi sogliamo chiamare omogenee l'equazioni differenziali 
del second' ordine, quando attribuendo alle quantità x^ y^ dx, 
^y* à^y tina dimensione per ciascuna troviamo , che tutti i ter- 
mini hanno il medesimo numero di dimensioni. Tale sarebbe 
l'equazione ^^dx^-^-^xydxdy'^i^y^d^yzizo , ove in ciascun ter- 
mine sono quattro dimensioni. Se pertanto facciamo dyzzpdx , 
e dpzzqdXf nell'equazioni omogenee/? conterrà nessuna dimen- 
sione, e q una dimensione negativa. Quindi posto y^mx ^ e 

qzz^ tutti i termini della proposta conterranno dopo questa so- 
stituzione una medesima potenza di Xy tolta la quale avremo 
una equazione finita tra u, 2, e j9 , da cui una-di queste varia- 
bili si potrà esprimere per le altre. Ma dyzzpdxz^dx-^ocdu , e 

quindi — = ; similmente dpzzqdxz^ — , e perciò — zr-^ : 

sarà dunque ^ — , equazione del prhn' ordine tra le varia- 
bili/? ed Uy perché z é data per esse. 

Si abbia per esempio l'equazione omogenea 
^ydx^-^ixdxdy^^y^d^yzzo; essa ci dà 3y— 3:r/;-i-4y*y=o, e 

posto jc=tt;r, ?=^> 3«— 3/?-i.4u»«=io , dalla quale si ricava 



g= ■ . ' ^ ■ > Sostituendo questo valore di z nella equazione 



D* ALGEBRA P. III. iS^ 

ssdu::i:(p-'^)dp avremo — =^» ed integrando pzzC^ — . Sarà 

^ dx du '^4^du « 

dunque — := ^^zr: — ttì r-r5 ® se a-i-az'» b-^zu sono i dae 

fattori della quantità 3— 4Ciìh-4<^* , aTremo integrando 
log.C— log.a?=— Tlog.(a-i-aM)— — r log.(&-i.2w) , e passando dai 

a h 

logaritmi ai numeri — =:(a-i-a«) ^~ xC^^'') * > « sostituen- 

do — in luogo di u^ C^bon^^y) =:(a^-4-aj) ; il quale è un in-» 

oc 

tegrale completo 5 perdìo una delle costanti è C, e l'altra è 
compresa ne' valori di a e di i • 

L'equazioni del second' ordine si potranno anche ridurre al 
primo» quando saranno omogenee per rapporto ad j, c/j, e d^y^ 
C[ualunque dimensione abbia l'altra variabile x . Siccome in 
quest'equazioni le quantità y^Py^q hanno in tutti i termini 
una egual dimensione , se ponghiamo p'^uy y ?=^J » la proposta 
divisa per una data potenza di y ci darà il rapporto tra le varia* 
bili u 9 z > ed 07 . Ora essendo dy:suydx , e 

dp:^dxz:mdy'^diiZ2zydx , avremo —ziudx:^ ■ , cioè 

dit^^^^dx^zxdx. Sostituendo in questa equazione il valore di z 
in 0? ed II y ed integrandola avremo u per Xy e quindi log,yzz:fudx, 
che sarà l'integrale della proposta. 

Si abbia per esempio l'equazione yd^y^^y^'zzKydxdy , 
ove X è una funzione qualunque di x\ Avremo in questo caso 
2::=u*-4-^ii y e sostituendo questo valore nella equazione 
dU'^u^dxzzzdx otterremo duzrìKudxy ed integrando 

^CeJ^^", • quindi y=cJ"^''=:Ce^f'^^'^'''^'' . 

Sia data in secondo luogo l'equazione 
d^y-^Pdxdy-i-Qydx^^o y o sia q-^Pp^QyzzOy ove P e Q son 
funzioni dì x. Facendo /?=»y , g=zy avremo 2=r— P«— Q, e so- 
stituendo questo valore nella equazione diM^^dxzzzdx troverei 
mo dU'^{u!^'^Pu^Q)dx:=U) , Integrata questa equazione, e rica* 

vatone il valore di li, saràjcsCe*''' l'integrale della pro- 
posta . 
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Ma per Tequasioni di questa forma vi è il vantaggio , che 
non è necessario sapere V integrale completo dell* equazione 
du'^{u^ -^PurhQjdxzzo , ma basta avere due valori particolari di 
u o di y . Siano infatti y::zM , y^^N questi due valori partico- 
lari diversi , • sarà ysr€M-^4yN l'intf^grale completo della prò* 
!>osta » perchè comprenderà le due costanti arbitrarie C tC In- 
atti sostituito questo valore di y nella proposta essa diventerà 
C{d^M^PdxdM'hQMdx^)^^'{d^N^PdxdN'hQNdx^)=o , 
cioè 0=0, perchè JU" ed iV vi soddisfanno. 

Anche un solo integrale particolare è sufficiente . Sia qae* 
sto yz^My e per trovar 1 integrale completo ponghiamo yzzMzì 
la proposta diventerà 

z{d^M^PdxdM^Mdx^)^Md''Z'¥'^dMdz^PMdxdz-o , 
cioè, siccome M vi soddisfò, ssirk Md^z^%dMdz^PMdiedzs:o. 
Questa posto dz':^dx si cangia nella seguente 

(PM^a^y^M^=o, la quaU ci dà (,87) /=^e-/P*^,e 
quindi K^tdx=CU^f^^e'-'f^^ , ed , 

Supponghiamo adesso , che P qQ siano quantità costanti» 
e siccome non abbiamo bisogno che di un'integrale particolare 
dell' equaaione £ftM-(u>-«-P<M-Q)tite=30 y è chiaro cka questo inte- 
grale otterremo facendo z^^-f-Pa-H^rso, pevchè u sarà coatante, 
e quindi anche dic=LO . Ora se a e i son le radici deirequaoione 

u^^Pu^Qzzo , avremo M^=a, zeri, e quindi yrrc^*, yzzj^ sa- 
ranno due integrali particolari della proposta, e perciò l'iute^- 

le completo sarà yziCt'^^^'e ^ , come abbiama trovata di 
sopra . 

®'* ^^j:^::^ ' ^{fi^^ . ove ^ e B son costanti} «vro- 
mo du^u^^ r^^^ -^ i.^.^LxA ^'^'^o . Ponghiamo a= — ~ , 

e 1 equazione diventerà {p'¥^)dt'^t^^A-^)t^B)dx=o , alla 
quale possiamo soddisfare facendo t^^A^^)t^^JBzso , Siano a 
e i le mdicidi questa equazione; sarà fera, e te:J, e quindi 



D' ALGEBRA P. UI. 169 

a b^ 



8ti due valori particolari ci daranno l'integrale completo 

a *_ 

y=C(/M^jp)^-4-C'(/?-*-jrar)^ • Se fczMi , ponghiamo secondo il 
metodo del Sig. d' Alembert a-»-« in luogo di h, estendo o infi-> 



'(/M^^ 



X(/^-^^^ 



mo mutando le costanti j=:(/7«-i-9:r)^.[I7-»-Z)1og«(p-i-jrx)] . Se a 
e i sono immaginarie, sarà a della forma nM^n]/^^! essendo b 
della Ibrma npm.rì{/'^i , « T integrale sarà 






SICCO- 



n 



=t:-V— I ,„ 

(/M-ya?) ^ =coB.(— log.(/M-y; 






m 



yr:z{jH-qx)^ } Ccos.f— !og.(/7-^f »)j-*-CsetiJ --log.(/M-^ap) 

pure facendo CszDsen.X?', C'zrDcos.D', 

m ' 

y=I7(/H-jra?)' .Ben, (— log.(77-4*jar)-f-£)'j . 

Prendiamo a considerare V equazione più generale 
d^y^Pdxdy-^Qydx^znXdx^ , ove P, Q, ed A" sono funzioni di 
X. Facciamo j:=az , e questa equazione diventerà 
u{d^z^^PdxdzH4^Z'^x^)H'!^udz^Pzdxdu^zd^u:^Xdx^.Se pon- 
ghiamo «{3jZH-P^a:f}Z-f-(pz^x*zro» dalla qual' equazione si ricave- 
rà il valore di z, rimarrà l'equazione 



• 
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^dudi^-t-.Pzdxdu-t-zd'u::zXdx' , che posto dicstdx si cangia ia 



( 



dz 

dx 
^fPdx 



Pz-t-i-^)tdx-^-zdtz:Xdx , e ci dà (137) 



z' 



(c'-¥-fe-^^'^'' JCzdx\ , e quindi 



-fP'^ 



=C-^P—L dx{c'-^-feJ^^^' .Xzdx) , ed 



y^.C^i'^ft j doi{c^fJ^^^ Xzdxi . Avremo dunque fl 

valore completo di y, se conosceremo un valore particolare di 
s » cioè un' integrale particolare della proposta nel caso di 
X:zio . Tutto si riduce pertanto a trovare un'Integrale particola- 

re dell* equazione ^-^-«-P^^-i-Qj^zOy la quale può anche ridursi 

d^Y 
alla forma più semplice j-^ -HÌVy=o . Facciamo in quella equa- 
zione yzzzMz , e diventerà 

__£|az / dM nnjr^àz id^M ^dU ^,A _ t . 

J»^dr.-^(*^-^^^fe*(-5^*^lJ*<?^)'=*^= poi.gh.an.0 



-^ — ^PMzro, ed avremo JMr=e ^ , e sostituendo que- 



Sto valore otterremo TT"**(V:"""T'""T")*^^^» ^*^® ^°* equa- 

2Ìone della forma ^^-i-iVy=o. Questa equazione adunque me- 
rita in particolare la nostra attenzione^ giacché da essa dipende 
l'integrazione dell'equazione più generale j^ -i-P^-»-Qj=X . 

d^Y 

Uno dei mezzi adopratì per integrar l'equazione j^-*--?V3C3o 

almeno per approssimazione è stato quello delle serie. Noi ae 
daremo un idea rimandando per una ulteriore spiegazione i no- 
stri Leggitori al Calcolo Integrale del Sig. Euler. Si debba per- 
tanto esprimere con una serie l'integrale dell'equazione 
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-j^-^^x yzso. Siccome nel prinio iermine la dimeuidne di 

a: e^di dx è =— a, e nel secondo rrm, il valore di y ayrà questa 
forma 

e sosiituito questo valore nella proposta sarà 

^ aA 



^{l^2m-^4){l^%in^)Cx -4- ec.=30 « 

■ 

Poiché il primo termine non ne ha alcuno simile, bisogna che il 
suo coefficiente sia zero ; perciò avremo £=o , o /ni ; nel primo 
caso la serie sarà 

ove A è indeterminata» *" 



(m-i-aWmH»t) * 
Csr^*-- u T.f^^'^'ti ^ Ti» «©• Nel secondo 



easo sarà 



=^'^^B'ar'"-^* H^'ar'^'^^^D'x^'''-^ 



-4-ec. 



ove A' è arbitrala, 5'=:-^; -r , C=— r r -r» 

tìC • 

i)^=— ^i^^^u ^^ I > «e, ; e quindi l'integrale oompktQ^egua* 

le alta somma de*dae integrali partii^olari trovati sarà ^ 

Può succedere che queste serie divengpino inutili , se cioi 
il denominatore di qualche termine saia 2ero, nel qual caso • 
questo e tutti i termini seguenti saranno infiniti; Ciò avviene* 
in primo luogo se m=:— a; ma Tequazione essendo allora 

j-^-H-^cSo, diventa un caso particolare delia equazione 

d*r A dy By i -•. «• . 

----^ , "r--H; =^-7- zzo contemplata di sopra» ed ammet* 

dx^ jh^x dx [p-^^x]^ ^ * ' 

te perciò un integrale completo in termini finiti. Gli altri casi 

Tom. IL ili 
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ìiincocdiMM, quando i»«-a=r:l:--, essendo i UD numero intero; 

se m-f-2^-r , 8i rendè inutile la prima serie, e la seconda ^ se 

m^^sz^'^^ 9 ma nempfe si ha un integrale particolare neHa se- 

rie che rimane . Dato poi l'intégrale particolara avremo facil- 
mente l'integrale completo i poitetiè^^fiicendoytriP», ove P rap- 
presenta questo integrale particolare, otterremo l'equazione 
nd^z dP dz d^P mn . .^x oA^*^ dP dz 

P- — H2 -r-' ^ '' ^^ ' ^ n a x Pacfio, cioè jP—--f-a -=-.-- z=o , 

dx^ dx dx dx^ dx^ dx dx 

iA énteflWHlo P^i^isiC^'>^yt=sCf~\ MA «iecdmeP è una serie 

infinita , non si potrà da questa forma facilmepte. co.n^scere il 
valore di z. In questi casi pe^tjanto daremo al valore di y la for- 
ma y^p'^^ìog.», e la proposta diventerà dopo questa sostitu- 
^^^*^5;^-^i;5^-?rr9^' -^(5^-*-«?=«^ Jl^g-^^o- Adesso 
se suppon^hiamo che j^g ila. l'integrala particolare della pro- 
posta datoci dalla serie utile, avremo -j^"^^^ ^=^ » ^ quindi 

d»p skia yq fu ■ . „'. . „ 

ancora ^^'^ ''^"" a "^^P^ ^^^» P'^ mezzo della qualequa- 

zioB» si potrà esprimere p per una serie, come«vedremo nelPe- 
sen!kpio seguente. 

Syi iw7>9«is cioè si deblfa integrare per serie T equazione 

2j;H-2:==ó. Posta y=5H^log.a?, ove 

^^ V 21 aa.3 ita. 5^.4 / 

si dovrà trovar p per mezzo dell' equazione ' * 

•3-? -H ~2-p, -i.,^ -^zio ^ Ponghiamo 
dx» xdx X* X ^ ^ 

p:^'¥'Bx'^x»^JOx^'¥'Ex^H-ec. , q costituendo 
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aC-H 6Z?XH- laJEJar* -4- aoJFW» -4-cc. 

^^ ar d a.d* a.3a.4 

A' aA' a^A' a^A , a*J' , =<> . 

X a aa.a a».aa.4 aa.3a.4».ò 

Quindi sarà ^=-— , C=:— j — , I?=- ^7-3-^-- j^ , 

£=— L- =1 JFbr -i — -.--. -.--. «o., e la quantità 

B resta ind^terimaata. Prendendo- adunque |>er' A,C,Dy^c. 
questi Talori avremo 

il quale integrale è completo , perchè comprende le due costan- 
ti arbitrarie A' t B, 

La medesima eqtnsione y^^^^w ysso »i può trasformare 
in un' altra y che é facilmente' integrabile, per serie. -.Facc^aM 
yzzzeJ^ ^> e si avrà la ttrasformata 

j-j •*"V 5; ■♦^^■♦^-P •♦■*** ^=*^ > ® siccome jj> è in nostro arbi- 
trio, per render questa equazione più semplice, prendiamo p ia 



m 



mpào^chtAtLp^^^-^x^ssOy edarrenao /«àp*;j/-^-£cr3?'V^--i 
facendo mssa/i. Posto ciò sarà 



X ax .(z^- 



yrsse-' *^ =»« zsB^ - , e is si do- 

vrà determinare dalla equazione 

da« ny dz ^y n— I «. i • 

j-j-è-aa? (;/— «•^-wH/^— a^ ^c=o. Espnnuamo s per mezzo 

di -una serie discendente, « siccome ne' termini di questa equa- 
zione la X ha —a, o 7>— i dimensioni , facciamo 

do questo valore di z troveremo i due termini . 
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^J\/ZIaAx "*"'*'" ^-f-fi|/^a^a? "*"'*^^ , i quali non ne hanno altri 



simili , e perciò la loro somma dovendo essere =:o , avremo 



l;:^ , Sarà dunque 

n %n 5« T'* j> 

z:^Ax -f-fij7 '¥'Cx '^Dx -f-éc. , e so- 

stituendo questo valo.re avremo 

4 ■ • "■' 4"^ '■ 4 

.(3«-i-a)Ut/— a . . • — (Sn^4)C^/—a — (^ttif^jDi/—» ' 

e quindi B= " "("^^)^ , c.,(3>i-i-aì(3n^4)-g 

J?=i^ ^'*"4n / ec. Siccome la sola lettera A resta inde- 

4.6(/M-i)l/— « 
terminata, non avreiQO che un integrale particolare , dal quale 
però in breve dedurremo T integrale completo della proposta. 
Intanto si osservi, che la serie trovata si terminerà ogniqualvol- 
ta sarà (2Ì:t:i)7i-i-Air:o , essendo i un numero intero qualunque , 

cioè quando sarà 7i=w— -tt — • ed mr:>— — ? — . Se nella eqaazio- 
^ aiiti ai:±:i ^ 

ne proposta -j^ -^.^x j=o facciamo ;y=e^ , ne nascerà l'è- 

WS 

qnazione del Conte Ri€€ati.dur¥4i^dxzZ''-Hix dx , della quale 

* * ' Ai 

perciò si potrà assegnar l'integrale , quando mss— ' - 



Ponghiamo adesso 

- ZI ' bn 

4a.a.4{«-4-i)*a 

1/1 




w(w-»^a)(3/2H-al(3/zH-4)(5yi>K4)(5w-»j6)(.7yi-fT6)(7.ii«4-8) ."■ a ^ , ^ 
'*" ^ » 4^.a.4.6.8(n-|.i)*a» ^' 

3n^ — Z?— 3 

'■"''*^4.a(/i-f-i)a 4».a.4.6|/i-#.i)»a» 

e l'integrale particolare trovato avrà la forma 



D' A L G B B HA P- III. i65 

z^^A{M'¥'N{/'^^) ; ma siccome j/— a può avere tanto il segno -f- 
che il segno — , un altro valore di z saia >4'(M— i\^— a) . Per- 

ciò l'integrale completo dall'equazione t^-«-^^ yssowtk 









o «a • \ ' . ' ; ' 

n-f-i n<4-i 



X ^ X 



Questo integrale avrà una forma reale » se a è negativa; ma se 
a é positiva^ converrà ridurre gU esponenziali a seni e cose*- 
ni, e si troverà 

y=(CM:4-C'JVt/a)cos. f /^^HKCM-CiVÌ/a)sen.£ Elf , 



ove C e \0\ sono due costsinti .arluitxaxie»' . 1* » . *< 

8i debba per esempio integrar l'equazione 

jj=^-K«a? .7=0; avremo w=5— ^ , Jlfsrar , iV==--i|Qjeq 

di j se 4s è positiva, TintegiUle della piopoMa saii ' . ^ 

.12 ■ I , » \ ' 

— (C'jp -f- — ^ jsen .(3 j? .j/a) • 8e poi a, è negativa» Vinte- 
graie sarà 



i<6 £ D E M E fi T I 



r 






» »|*5 • 



dr 
Posto u= -^ f saxku r.integrale dell' eq^iazione 

Uaq deigiafijneKsi d'.mtc|grii|^ane consiste nella rioeroa dtì 
moltjpllc^t^je'^ fk^>{f^fl^ h pi^opo^ta da se.^tsssa integrabile. 
Ogni equazione del second' ordine , nella quale ds è 'CastaiBte^.si 

ri^i^Qè-irlla forma -j-^ -f-in:=:p, ov^ii6"^<jr-4-w)<fcF»=p,. essendo m 

lunziosM di Xyjy e p. Sia ili* il mokìplicatore di questa equa- 
zione » ed avremo pec wtb>p tòlra^.abbteiiio inst^fiM» nel Càlcio 
Differenziale, 

svòigenw 1 termiiìi 

[/dM\ id^M\^ i^fd\M\ iiyrfajyv- Mìn\ÉiM\ «!/«•»» \ì 

Ma siccome m ed M non contengono q , dovrà andare a zero da 
per se sola la parte moltiplicata per j : avremo adunque le due 
equazioni 
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/d«i»f\ /<{ojr\ jd'ar\ (ì^m\ \ /4»m\ 



fdm\féjfl\ \ /dm\yiHU\ 

[(Sh(S)](f)" 



V / './ 



(i) ^ ^^^^ ^ 



n fattore M dovrà soddisfare alle due precedenti et^uazionì» le 
quali contengono differenze parziali . Trovatp mp 'Va1ov# ài M se 
ne dedurranno infiniti altri : sia MT questo valore, e sarà 
M'd^y-^M^mdss^ PfMi diiSereneiale )esatm ^du, e quindi uzzC 
sarà una dej due integrali primi completi della {proposta . Anche 
{M'd9^y^Mimdx^)f{u) sarà.una dTff«;reu]^ia}e esatta; p^etciò tutti 
i fattori xcontenuti nella forma 3f(p{u) ci daranno riti tegrale 
u^C. Ma la proposta deve avef>e due itttegridi' primi'; dunque 
vi sarà un'altro fattore M"^ /ohe condurrà alKahra inte^grale, il 
quale , se facciamo Jtf'cT'y^^'^iTZéfaxA:;;:;^, si^rà tfzC7,,e tutti i 
fattori compresi nella forala M"F(t) coudurrajg^po a questo me- 
desimo integrale. Sotto qualunque aspetto comparisca T integra- 
le della proposta, /esso non potrà avere cBe U Soì^ma ^rzC, es«> 
sendo T funzione di z^ e dir. Pifferenziandp ^avremo 

^xIÈJ^^'xZ ) ^^ ^^ forma piti generale che possa avere il 

moltiplicatore Jlf , e la più generale che soddisfaccia insieme al- 
le due precedenti equazioni a differenze parziali. Se eeisfesse 
qualche moltiplicatore;^ il quale. non ^fpsse compyesQ neDa fpVma 
precedente, si avrebbe tin'a|tro We^rale priitod della proposta 
indipendente dai già tfovati 1/72C, /spCy mt ctie è/impoétibile.» 
perchè la proposta non può aTei:e^ohe du^ intejvrali^ {»*inii* È fa- 
cile di estendere questa teoria all' equazioni differenziali degli 
ordini superiori al secondo • 

Siccome non sappiamo trovare un valore di M, il quale 
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soddisfaccia all9 due equassioni {a) e • (b) prese nella loro genera- 
lità, supponghiamo cìie la proposta abbia la forma 
d^y-^Ady^^Bdxdy-'^'Cdx^zzOf e cerchiamo qaali funzioni di 
or e di j esser debbano i éoefficienti A^ B, e C, perchè il molti- 
pUoatore M sia funzione di a? e di ^ senza /? • Avremo 

\dxdp)-^p\dxr\di) * Wdph^p\djr\d^) ' \"^/~ 

Sostituiti questi valori l'equazioni {a) e (b) dìveiltecanno 

Questa seconda equasione si riduce a 

a motivo dell'equazione (i), la quale ci dà 

PifFerenziamo l'equazione (a) per rapporto ad j, e Tequazioiie 
(4) per rapporto ad J7 , e paragonando' tra di loro i valori di 

trf»Jf \ 

(^)«-(0K(^D(f)-'(Ìl(f)' 

/dB\/dm f.fdtMV oid>M\ (dA\idM\ 
'^\drì\daf) ^\dy^n"\d«dxn\dx)\dli 



r 
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e swtimenaoTi i calori di (^) , (^) , (^) . (■^) ri- 
cavati dall' equazioni (i) , (a) , (3) , e (4) , e facendo 

,(^)-(^MfH(^)-(^MS) 



- Otterremo 



• y 



idA\ ìdB\ 

L^\ssPM. Saia dnnqne . ' 

(dM\, / dM\, dM ., „. .. 

Mzze-^'^'^y'^^^^ . Trovato il fattore M facilmente si avrà 
l' integrale della proposta: sia infatti questo integrtìle 
Mdy-t-Qdxzso , e diffeienciatido , e paragonandone il resultato 

con la proposta moltiplicata per 3i^ avremo t-^}p^M, 

(^=(5-P)Af , e perciò dQ=:CMdx^B-F)Mdy , ed inte- 
grando <2=cV^C:</a:^^B-l>j«/y] 

=u>^/e^'^'^y'*'^^\[Cdx^B-P)dx}\ y tintegri^t^ della pro- 
posta sarà 

dy.eA^^y^P'^')^^^c^jif{^dy^Pd:'\cdxMB'P)dy])^. 

Acciò questa espressione sia reale , conviene che Ady-f-^dx, ed 

ef^^^y'^^'^''\[Cdx^(B^P)dy\ siano differenziali esatte, cioè 

convienchesia(^)=(^), e 

P(5— P)-4-( ^j— ( ^j=:^C-i-(-j- J : e queste sono le condizioni, 

che devono aver laogo , perchè la proposta ammetta un fattore 

funzione di :r e di j solamente. 

Data per esempio l'equazione 

-^ mdjr^ {x^-^^Y)dxdr , ^ , ,. « a 

o"TH ^ ^- "^ s--4-aa:rfj?«=0 abbiamo i^— ; 

-^ y xy X ^ 

Ady'^Pdx:^ 1 è una differenziale esatta^ il di cui inte* 

graie è log,x> j^ , similmente 

Tom. //. %% • 
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J{^^y-*-P<i'>^)^[CJx'h{B-'P)dy}=»x*y»dx.He*ydy è nna diffe- 

renziale esatta , ed il di lei integrale è —^ . Quindi r integrale 

della proposta sarà ax»y*rfyH-(c-KP^y •)4f«=0 . 
8i abbia TequaBÌone 

T^-»- I^l3f_JLZ . -y?^-f.Jr— ^-4-V*=o, ove X è nna funzione 

qualunque di x. Facilmente si vedrà, che le due precedenti 
equazioni di condizione hanno luogo; onde la proposta ammette 
un fattore funzione di :r e di j solamente. Questo fattore si tro- 
verà essere x, e 1* integrale della proposta savà 



Può succedere » che sia ^^ J'~(t~)=^* ^^^ ^^ ^^^^ ^^^ 
può adopjarsi il metodo precedente . Per rimediare a questo in- 
conveniente facciamo i^— -4-P', e la prima dell'equazioni di 



condizione ^i ^^"^^ (-^--j^^ljrl^^nT")^^» ^ perciò P' non 

deve contenere y . Sostituendo adesso il valore di P nella se- 
conda equazione di condizione avremo 

-T— -♦-P' «=—-♦- -^(-^y--4C--('2-), ed il secondo membro di 

questa equazione dovrà esser funzione di x senza y. Trovato un 
valore di P che vi soddisfaccia, sarà 

r integrale della proposta . 

In questo caso sarà l'equazione data, se Azdo , e B funzio- 
ne di X senza y : perchè essa sia integrabile col metodo preceden- 
te, bisogna che sia (-7-) funzione di x, cioà convien che sia C 
della forma Xy-^X'^ essendo ^ ed ^' due funzioni di s:. Il va- 
lore di P dipenderà dall'equazione ("5rr*^*="T"**"3^ ""-^ » 
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^ w -ff d^ jf 111 ^•^ li ^* V 

o sia, posto P^^'^'^TTZ» oall equazione 5~j ■•^-S -^ -hA «=o ; e 

perciò ai saprà integrare la proposta » se si conoscerà un di lei in- 
tegrale particolare nel caso di X'zzo , lo che combina con le cose 
precedenti» Travato infatti .nn valore di jp ^ sarà 1* integrale della 



proposta ze .— sc^fe y^dy-X»ydyi-X^zdx)p,o^^\oh 

aiccome/e {^dyXzyd^-zzf^ [s^^"*"^('^"*"^''*)] 

fBdx j^ 

'jzy* questo integrale sarà 



=e 



^-^y-^'—T-h^ .;rWx)=ào; dal qiule poi si 

potrà dedurre T integrale finito (137) • Ma ciò si otterrà più fa- 
cilmente, se si conoscerà un'altro valore dì z: sia questo z', ed 

avremo similmente -^ — riiy'^ f t^-h/ff .X^dxìzzo, 

e per mezzo di questa e della precedentjD equazione pliminande 
^ otterremo T integrale finito della proposta 

^-^fBdx . fBdx . . 

£fc zdz' K '^ / 

dx z'dx 

dx zdx 

m 

Se ponghiamo jB ed A* costanti , sarà «:=e . , s'rze (i4^)» 
«ve A e i sono le radici dell' eq^aazione i^^k-Bt^Xzsx^ ; quindi 
•esaervaadio , clìe jS=s>*-tt*^, troveremo T integrale essere in que- 



«=i, ponendo i=a-H0, e togliendo le costanti e e c\ perchè si 
possono considerare comprese nelle seguenti formule iategrali 
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avremo yzs -^ .<— -^ : ii 

o o 

secoudo termine 9 trascurato perchè infinitamente piccolo di- 

venta — — ^ ■ —e :t/è A a j;-i-e yè .X xdx ; 

perciò sarà in questo caso 

S'» ^=f^' '^=(^q:^' <»'• •; *'/»' ? «o» costanti. 



ed avremo «=(pH-ya?) ^ , z^zz{p'^x) ^ , essendo m ed m' le ra- 
dici dell' equa^ioine ^^4-{éH-7)^-f-fa=o; Quindi poichi 
cr— m— m', sarà hx questo caso 



m m 

— . — HI 






I • 1 

^^f Ap-^^) --^'^^ • Se /»'=/» , facendo m' 



171^— in 
avremo 



7» HI • 

^ {p^x)^ .JXp^x) g. \y^^ _ (/>-4-g:r) ? /(/M^or) ~^^\xdx 

cioè . 

7n TU • • - r M. 

—i-i a^M •— M ^^ T A *'* 

^ ^ . ; ' . ' » • -f . • ir .• • 

Poiché nelloi sjtato pr^js^e^nte dell'Analisi n)on ,si può trovare 
direttamente il.pnoltiplitratpre^ che renda^int^grabil^ ima. equa- 
Eione data , conviene appigliarsi al nietodo inverso, e cercare 
qual* esser debba r«quazione/ che per mezzo ili un-dato molti- 
plicatore divenga integrabile . Sia dato adunque il moltiplicato- 

re ^^-*-Qj» e cerchiamo quaress^r 4cbba Tequazioiiie 
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d^y'^Adxdy'¥'Bydx^:no i ove A t B ^ sicconie ancora P e Q so- 
no funzioni di x^ perchè quel moltiplicatore la renda integrabi- 
le . Posto mrzAp-^By , ed M':ziPp'¥^y Y equazioni di condizio- 
ne {a) e {b) diventeranno 

/ ^^ x^'^ a.i^^ 2,P^^\ 

fl\ "\ dx dx' dx dxf ' 

"^Vdx» dx dx " dx^^dx) ' 

e ticcome la prima differenziata ci dà 

dQ d»P AP jjìA , ^ j . .j _i 
aT^-t-j-j-— ajS-j-— a/^30, la «econda.ti ridurrà 

Dall'equazione {a) abbiamo ^=;^-« — pj"*^ l'equazione (b) pò- 
.t« wtto 1. forma dB:^{§-.^S^)B=^^^, ed integra- 

ta (i3.) ci darà B=^t—Lf. ^ (^-£^)rfx . 

^ f9ÈL 

Se nel termine f^ •( j^ j*)^* ponghiamo in luo- 

go di A il suo valore» esso diventerà -^ 
/ Qdx 
T' ìd»Q nQJQ dPdQ Q^dP Qd^P QdP^ \ 
y *" \dx P stPdx'^ i>» ^ fiPdx'^ iiP^dx) 

che è visibilmente =e * .(-j^ — ^T")"*^' "^^'^ dunque 

rQdx 

n ^ J T' dQ QdP . ,. „ 

5=-pe *^ ^ -^-^^_ , e quindi T equazione 

dy 
integrabile mediante il fattore P-j-^Qy • 
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Per trovarae T integrale pooghUmo reqnasione proposta 
totto la foroia dp^Ady-^Byixzso , • moltiplicaiidola pel fattore 
Pp'^Qy ayreiDO TequazioDe 

{yp^y)dp^APpdy^{AQ^BP)ydy^nQy^d4g=zx> y il prima 
membro della quale è una djffereoziale esatta « Quiadl l'integra* 

le di questa equazione sarà -^ — i-Qj;/m-«S=o , essendo S una 

funzione di x e di y. Per determinarla differenziamo T integrale 

dP 
trovato, e riflettendo che .^iP^-^— Q=:a» se paragoniamo quei- 

sto differenziale con la proposta troveremo 

dS^iAQ^F-^^^ydy^BQy^daQ. Or% si osservi ckeTequa- 

d. (JQ^BP^^ 

zione (b) ci da — ^ . ■ ^' :=:skBQf e facilmente vedrassi 

dx 

♦•sere .fc=-iy »(^Q-4^BP— ^-«c' , a V integrale perciò della 

Se per togliete le quantità esponennali fiiceìuna 
y J» __ _^^ »Q_dL ^ j ^_PdL 



arremo y^j^^ . « <2=Ì3J * * ^ ptopwta 

diventerà 

rf'y / dL dP \ i eLdx d'L dFdL dZ* \ 

dx '*'\^ni'*' ^dxry^K P '*'%Ux'*'^Ldx''^»dxF'^*' 
la quale moltiplicata per f^-*- ^wj ci dà l'integrale 
Pày» PydLdy i / , PdL* \ , « ^ 

per dare un'idea del metodo, per una più estesa esposizione del 
quale ai potrà ricorrere al Calcolo Integrale del Sig. Euhr. 

In tutte queste ricerche abbiamo supposta dx costante» W 
che però nulla toglie alla loro generalità; perchè se fosse data 
una equazione , in cai un altro elemento fosse costante , questa 
si potrà sempre in un'altra trasformare, nella quale sia costante 
dx: se poi nella data equazione niuno elemento fosse stato sup- 
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posto ^odtala te , o in essa non sarebbero soddisfatti i criterj d'in* 
tegrabilìtà» vi ai potrebbe supporre costante queir elemento» 
cbe più piace. 

CAPITOLO VI. 

Della integrazione delV equazioni lineari dì tutti 

gli ordini* 

\Jìtre ^ello , «he abbiamo mostrato al Gap. III. poco più 
avanti sono andati i Geometri nell'integrazione deirequasioni 
difFereneiali degli ordini superiori . Vi è però una classe di equa» 
sionì, sulla quale si sono con molto impegno esercitati, perchè 
«ssa è di una utilità immensa nella Meccanica, e neirAstrono- 
xnia Fisica. Questa classe comprende l'equazioni lineari, delle 
<[uali siamo adesso per parlare con tutta l'estensione. Una equap 
zione si chiama lineare , quando in essa tutte le variabili , eccet- 
tuata quella di cui il differenziale primo è costante , e le loro 
diiferenziali non oltrepassano la prima dimensione. Se yi , B , 
C 9 . . . ^ N , ed X sonò funzioni di x, e dx è costante, l'equa- 
zione 

ji— a j/f— 3 
t-^l I-hCI 2: -^-NyszX 

dx dx dx dx 

rappresenta tutte T equazioni lineari Tra due variabili ^ ed jr . 
Nel caso di Xzzio, quest'equazioni hanno due belle proprietà: 
primieramente se si conoscono tanti integrali particolari di es- 
se, quanto è l'ordine dell'equazione, se ne avrà subito l'inte^ 
graie completo. Infatti , se questi integrali particolari sono ^y=JP, 
^=P', j=P'', ec, è chiaro che alla proposta soddisfarà anche 
;y=:cP-i-c'jP-4-c"P"-*-ec.; e siccome questo valore contiene tante 
costanti arbitrarie e, e', e", ec. , quanto è l'ordine dell'equazio- 
ne, ne sarà l'integrale completo. In secondo luogo l'equazione 

si può abbassare di un'ordine posto ^i=tf^ , sostituito il qnal 
valore l'equazione prenderà la forma 
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n A n— I T» w— 3 -^y du id^u a" u 



u -^^u '^Bu .... H-iVn-a — -f^ • • • •+•/» 

dx dx^ , f 

dx 

la quale però non è più lineare. Ma questa equazione c'inse- 
gna, che %e Ay B y C . . . . Nèonò quantiti contanti, soddisfarà 
alla proposta il valore di u eguale ad una costante, purché que- 
sta sia una radice della equazione 

u -^Au "" -+-jBi# "" .... -+-A^=:o . 
Tatto ciò combina con quel, che abbiamo detto di sopra, par- 
lando dell'equazioni lineari del primo e del second' ordine. 

Ma per dare la teoria dell' equazioni lineari in tutta l'estea- 
siope, prendiamo ad integrare l'equazione 
Ji yi— I •/»— a . VI— 3 

£>H-y y^tìi — y^. y -*-Ny=x . 



dx dx dx dx 



Siccome il secondo membro X moltiplicato per una funzione di 
X e per dx direnta integrabile*, vediamo sepor mezzo di — * 
funzione di x render si possa integrabile anche il primo n 
bro . Sia questa Pdx, e dovrà perciò essere 

P ("Cl^A^lll^B^^'y ^Nr\dx una difFerei 



una 
mem- 



dx dx 'dx 

satta; onde per i soliti criterj d'integrabilità avremo 

, V d^.P d^'.AP d^\BP 



ax {IX ax 

e siccome A^By ec. sono funzioni di x, anche P lo sarà com« 
avevamo supposto . Trovato un valore di P, che soddisfaccia 
all'equazione (a), avremo facilmente l'integrale della proposta» 
Infatti questo integrale aVrà la forma 



( 






ax dx dx 

e per determinare i valori di A\ B\ ec, differenzieremo questa 
equazione, e paragonandola con la proposta troveremo 
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dx dx dx^ 

^—'^^— (Ig "*" dx» </«» 



Jir=MP-''-^^ - ^^-^P ^"-^P ^"^ 



• • • •. 



dx j /i— 3 , n— a , n — i 

dx dx dx 

Se conoscessimo n valori di P^ i quali soddisfacessero all'e- 
quazione (a) 9 avremmo n equazioni della forma dell'equazione (i)^ 

dy d^Y ék V 
e quindi eliminando col loro mezzo -j- , j-=^ ^ 

Mw "•• • r»^"^A 

ax 
avremmo il valore finito di y , cioè Y integrale finito com-> 
pleto della proposta. L' istesso n otterrebbe, se si conosces- 
sero solamente Hp— i 'valori di P ; iix questo caso avremmo 
n— I equazioni della forma (x) , ed eliminando con esse 

day rf»r d''""'y . j n i> 

J7a ' dxì * ' * ' avremmo una equazione della torma 

^-hSj==X^ , la quale sappiamo integrare (iS?) , e quindi avrem* 

mo il valore di y. Si potrà dunque ottenere l'integrale finita 
completo della proposta » se si conosceranno n^j integrali par- 
ticolari deir equazione (a) . 

Si osservi adesso , che l'equazione (a) sarebbe la medesima» 
se nella proposta fosse J¥'=:o, e perciò il valore di P è lo stesso 
quando A è zero, e quando non lo è. Se dunque chiamiamo Y 
il valore di y, che soddisfi alla proposta quando Xzizo, T equa- 
zione (i) diventerà 

p£.JjL^a€I1jL ^Arr=c, 

dx dx 

ove le quantità .i^' » •.. . Jf ' contengono i differenziaH 
Tom. IL a3 
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— , - — , T — . . • I . Se SI conosceranno n— i Talon di 

dx ' dx^ dx^ 



dx" 
y, avremo ti— i equazioni di questa forma , per mezsEo delle qua- 

d^P d^P dP^^P 
li eliminando t-j- , t—j- . . potremo ottenere il vaio* 

dx 
re di P. Questo valore di P comprenderà n costanti arbitra- 
rie » e facendo successivamente tutte queste costanti meno una, 
che sia sempre diversa, eguali a zero , e quella che rimane =i, 
avremo n valori particolari di P , e quindi l'integrale finito del- 
la proposta. Perciò la proposta si potrà sempre integrare, quan- 
do si conosceranno n— i integrali particolari della medesima nel 
caso di X'ziio . Questo celebre teorema è dovuto al Sig. dt hk 
Grande. 

146. 

Ma quantunque questo teorema renda molto più semplice 
l'integrazione dell' equazioni lineari, pure non si conosce per 
anche alcun mezzo d' integrarle generalmente . Facciamo perciò 
l'applicazione di questa teorìa a qualche caso, che ammetta una 
soluzione completa. Siano Ay JB, C.»*,N quantità costanti , ed 
X funzione di x: l'equazione {a) sarà in questo caso 



Pdx" Pdx"^'^ Pdx"^' 

dP 

la quale se facciamo -pj-rzMy (essendo a una quantità costan- 
te) ci darà per determinare a V equazione finita 

(J) cH'-AcP^'^-^Bd^^ :pilfa=fciV=o . 

Sia ~-a' una radice di questa equazione, e sarà -^ zz'^dx , e 

P=e , ove tralascio la costante , perchè mi basta di avere 

un valore particolare di P . Trovato questo valore di P avremo 
l'integrale primo della proposta cosi espresso: * 
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dx"-' doT-^ rf,«^^ 

«.ve sarà 

C=C-*-B»'^Aa' •-«»' • 



Ma siccome l'equazione (&) ha n radici, le quali tutte si posson* 
prendere per a, se le chiameremo —a! , —a" , — o"' , ec. , avremo 
nella medesima maniera le seguenti equazioni 



rfa? rfo:'* ** dx 



Jx"-^ rfx"-* rfar""^ 



Z-H^'-'f — y^B"t — 1 .... -».i»r":y=e* V+/« .^rf^)- 



* #«^A * n-^i j 71—3 

aj7 dx doe 

ec. 

Quest'equazioni saranno » di numero, ed in esse A^ ^ B^\ ec. 

saranno respetti vamente i valori di A\ B'^ec, quando a' si 

muterà in a'^ e cosV delle altre. 

Se col mezzo di quest' equazioni elimineremo 1 differenziali 

dx ' 3x9 • • • • ^9 otterremo il valore di y, cioè T integra- 
la? 
le finito completo della proposta . Ma senza eseguire questa eli- 
minazione , che potrebbe per lo più essere molto imbarazzante ,. 
sì osservi che da essa risulterebbe il valore di y della forma se- 
guente 

^'/- ^f^ ^ff^ ^ff^ ^"'«» M ^l'f^ 

_e (c^fe . - .Xdx) e {C'-^fc .Xdx) e (^ •+7 ^ - .Xdx) , ^^ 

m m! m" 
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essendo /n, m\ ni\ ec. quantità costanti. Per determinarle so* 
stituiatno questo valore di y in nna delle precedenti equazioni 
(e) , per esempio nella prima , ed avremo 






a'x,_ r-a!x V. va''''"'^^V'*""*-HSV''^" hLV-^-ÌIT 



H-JC. 



• — 



fl» • dx m «te* in 



■WC» 



Vy^/.-»^^^ vv^) g""- V^V'"-V JV'"-^... .*L'aVitf' 









-t-ec. 



Siccome questa equazione dev'essere identica, avremo 

77» 



cioè mzzM'^l/^' H-^V^^H^''*^^ , e ^li altri termini 

dovranno svanire » onde si potrebbe dedarre il valore di m' , 
dì m" , ec. : ma potremo ciò fare più facilmente in seguito. 
Se nel valore trovato di m sostituiamo i valori di JWP , L\ ec. 



avremo 



la qual quantità non è che il differenziale di 




jnon più nella prima, ma nella seconda dell'e- 
quazioni integrali . Se dunque ponghiamo 

sarà w=^ posta a=a', w'=^ posta z=a", w"=^ posta 

=:a'", ec, ove a\ a", a'", ec. sono le radici dell'equazione 
Pzzx>, Ora essendo la quantità 



D' ÀLGEBRA P. HI. i8t 



t=(»-«')(«-«")(«-a"') («-*^"^) , «ara 



m=(a' -o")(a'-a"') («'-«) 






in"=(a'"-^')(a"'-^") .... (a'^'-a^'*^) 



P i^ 

t) 8Ìa in altra forma msz j posta ziro! , »'= „ posta 






3w"=: ^ posta z=a'"f ec. Trovati cosi i valori di w, m', i»'\ 



ec. sarà pienamente conosciuto rint^grale completo della pro- 
posta. 

So Q'=a", sarà m=jw'=0, « quindi due termini dell* inte- 
grale diventeranno infiniti.. Per rimediare a questo inconvenien- 
te ci serviremo del metodo del Sig. (VAlerrUfert^ e ponendo a" 

^»'-f^ avremo im^s-'^Q, ove 0=5 n- , facendovi zzza' , ed 

i»'=»Q facendovi «=a"=a'-M>, cioè pel teorema di Taylor a 

motivo di o piccolissima m^^rof Q-f-« -^ ì facendovi 2;=a' • Sarà 



rf.4 



perciò A = -Tr— 7r^- = -4r-« ^> ^ 1 due primi termini 

del valore di y saranno in questo caso eguali ai tre seguenti 



-*---r^^ y* .Xdx, 1 quali a motivo di e =i-4-»« 

trascurati i termini infinitamente piccoli diventeranno 

t ■■ I V 4 

Ùb X ^'"Ùt X €m X >• ^•^Cl X 

^^ e yè JCdx e Je .Xdx 

Q Q 



\ 



• 

X 



^^ EIVEMENTi 



d± 



Q clxf*^<!x 



dz 



e fé .Xdx ^ ove i due primi termini si elidono , li 



oJxri /•— fl'a? 



terzo e il quarto riduoonsi ad f — /i ^ " * ® quindi 

allorché aI^=io!\ invece dei due primi termini del valore di y 
avremo i due seguenti 

—-rf.i — iT^fi ye Jidx-^^ — ~-e /rfar/i .Xdx^ 
dz t Jr 

facendovi s^3a\ 

Se a'=a''2=tf% ponendo fl"=a'-i^ , a"'=a'-Hj', ed B=:-^~— 



avremo jwni^o'if facendovi 2;z;a', »x'=»(o-p-«')ll facendo »2»'-t-«^ 

cioè /»'=a(o-^') ( iJ-M»^^ "'^^'SJt) **^°<^^ «=a\ 
j»"=o'(o'-p^)iJ facendo «=:a'-f-o', cioè 
w'^i»'(«'--«)(^-^-«'^-+^'»-5^) facendo »=a\ Sarà perciò. 



rf.4 rf-4, 



--:^ .f-_..4^ >»^». ■-) , ed 



d.^ d^L 



t I / 1 A R\ 

^=-77-— :?( ©-•^'-7--^''*--rT) posta j8=a'. n secondo tennis 

ne dell'integrale sarà in questo caso f Zf '^ ^ , 

per svolgere il quale secondo le potenze di o ponghiamo 
e^ff'^'^^^.Xdxzzu, cdoè/e""('''-^)^.JS:rfar=U6"^*, e diffe- 

'^X 

renziando avremo du^^^udxzze .Xdoi • Prendiamo adesso 
uzzT-^To^T'o^^ec. ^ e sostituendo, questo valore nella equa- 
zione precedente troveremo 

dT^^dT^M^dT'^ec.=D 
— c""^ ^.Xdx^^ Tdx-^ a Tdx'^ec. 



e quindi T=fe''^''^.Xdx, T-fdxfr'^'^.Xdx , 

T'z^zfdxfdxfe .Xdx; e perciò il secondo termine deirinte- 
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.:grale sarà eguale ai tre seguenti f — i- ; — '- ^ 

I9S 

oe /flfir/e «JIT^x p"e fdxfdxfe ^Xdx „ ^ 
-♦- — , — l — :!-- ^ d. — l — / ■ • Il terzo 

m ni 
similmente si troverà essere =:f — J^ — ^^ 

o^e fdxfe .Xdx o'^e fdxfdxfe .X dx o^^.-. • 

nio i valori dì m, m' , ed m" , ed i tre primi termini dell* in- 
tegrale trascurati gì' infinitamente piccoli saranno 

ove i termini infiniti ai elidono, e tu,tto ti riduce alla fomu 
jjgj^'.j.e /« .Xdx^-^d.-^ .• fdxfe .Xdx 

*^J?^ f^^f^^f^ •Xdx. Se adunque l'equazione J^o ha 

tre radici a^ , a" » a'" eguali ^ in luogo dei primi tre termini 
dell' integrale dovremo porre i seguenti : 

— --.rfa,2 — --i-.e /è .XdX'^-rd. — =r^.e i 



-a'a? 



•+-— ^-— e ^fdxfdxft"^^ .Xdx^ facendo scza'. Si vede abba* 

stanza il metodo da tenersi, quando T equazione Pr=oha un più. 
gran numero di radici eguali • 

Se due radici a% a!^ saranno immaginarie , avranno respet- 
tivamente la forma «-«-ft/— i , «— ^^— i ; anche la quantità m 
sarà della forma M^N\/^\ , e la quantità w! della forma 
M'^Nl/'^i « Quindi i due primi termini dell'integrale saranno 
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^* ^"^ „ , ±zf. . Per evitate le cpantità 

immaginarie, invece di g^^^V; ""• ponghiamo il suo valore 
coB.^x^^—iBKa.^x , e fatta l'evoluzione de' termini e la loro 
riduzione troveremo la quantità 

caso presente si dovrà porre in luogo de' due primi termini 
dell'integrale. Di quest'equazioni lineari con i coefficienti co- 
stanti hanno i primi insegnato a trovar l'integrale i Signori Euf* 
hr e (f Alembert ^ 

Il Sig. JEuler ha ancora prenametite risoluto il caso, in cui 
i coefficienti dell'equazione generale A, B, C, ee» sono respet- 

A* B' C* 
tivamente della forma ■ ■■ , ; r— , 7 r- ^ ee. , essendo 

A'9 B\ C, ec* quantità costanti. Per dedurre la risoluzione di 
questo caso dalle nostre fòrmule^ si osservi che l'equazione {al 
diventa 



È facile il vedere, che si può soddisfare a questa equazione fa- 

cend'o P=(/m-^^) , posta r costante, ed r sarà data dall'equa- 
zione 

-*-/'y * (r-^»-f-i)(r-wi-+-a)(r— »-f-3)(r— »-f-4)— ec .rro , 

ove ÌNT, Ìd\ U i ec; sono i coefficienti della proposta presi in^ 
oxdine inverso iiicominciando dall'ultimo. Se -^ è una radice 
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di quellft «qnazione , avremo l' integrale della proposta cosV 
espresco i 

ic) ^^y -f. -^" ^^^y jB" Ì*^^y ^ L" dx^ M" 

=(/'-«-j!J:) yip-*-q^) .Xdx y 
essendo 



Ì"i=L'^.Jry (r'Hwi-3)H.i'y « (r'H-i»-4)(/-''.«i-3>+^e. 
ilf"=3f'-*.L'^(r'-|.»»-.a)-«.iC'y»(r'H-n— 3)(r'^^-a)-MJC. 
Sta siccome Tequasione in r è del grado n , avxà n radici» le 
quali essendo — /^ — r", — r"',ec. ei daranno. ciascun» un'inte- 
grale simile a quello già trovato (e) . Ora eliminando da questi 

integrali ^^T" ' ^ ^——....£^y 

«Tremo l'integrale finita della proposta così espresso: 



ft . — ,. _«fr 



■ ■ ■ • > ' r 



(/M-fa?) •AP'^^) 'Xdx 



m" 



essendo m ^ nC ^ m!' , ec. quantità costanti • Per determinarle 
sostitaiamo questo valore di y^ nella equazione (c),,^ avremo 






-(/»-*-j»)'" /(p-hf x)"^ .Xdx\D\ 



> ec» 



T T 

=(/>-»-5'x) fip-i-qx) .Xdx .. 

Tom. II. «4 
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Siccome questa equazione dev' essere ideatica , arrekno 

m=M"-f L"5r(r'H^i)^Jf "gr » (r'.wi-a)(r'-wi- 1 )^rq • (r'-i-i».a)(r'-wi.»)(r',wi.i U« 

e sostituendo i Talori di M", L" , ec. ^ 

-».ii:'^«(rVn-a)(r'-wi.i)H.ry»<r'-wi-4)(r'-wi-a)(r'H^.i)-*-"' 

^ry • (r'-^«.3)(rVB-a)(/-Hn- 1) 
Questa quantità non è che il differenziale di 

H./'y*(r'H^4)(r'.^^3)(r'.f.«-a)(r's:^i)4<c. A -t^ / 

preso per rapporto ad r* e diviso per qdr' . Il valore di ns si m a- 
terà in quei di j»', m", ec. , se cangeremo r' respettivamente in 
'' 1 r'" , ec. Quindi se ponghiamo 

i^iV"-HÌtf'y(w.n-i)H.L'j»(jH^a)(«H^M)^.ir'j«(«^wi-3)(«^^a)(»^ 
^i'y«(»H^.4)(«.Hii-3X».M»-a)(**-'»-i)-*-ec., 

avremo «»==— facendo a=»-', i»'= ^ facendo «rr", <=Ì^ 
fiwendo aaiy", «C- ove r', r",r"',ec. sono h radici dell' eqia- 

'48. 

. ^ Paliamo <i ci(98idecar l'eqnarioiii lineari tra un più gran 

numero di Yariabilié Sia data requazicme 

f 

, :■ ., dar', ;• dx^. ■ • rf«'^* • . •. ^ 

. •*^^H^f^:^a£pt....^M>^iv^ 

1-ec. ,.'■.. . -_ 

f!**^" ^»™*'l> *'/'*♦ "' *«'• P« inteparia si moltiplichi pel 

SlS.f''?'^*'^^"/ ^'""=*''* 4i «. ed 1 saliti <»it/q d'ioti, 
grabtlità ci daranno 1 equazioni 
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/".AP d^\BP J^*.CP d.MP^^„ 

-—'—- — — — — . -»-. ....7 — - — d2NP:=o 

da;" dx"-' dx"^^ ^^ 

^.AxP éP^^.BiP Jf^^.CiP d.MiP 



/*.^aP ^\B%P rf'*~^.CaP ^d.M%P 



ec. 
AoGÌò U proposta ammetta tin integrale, conTÌeoe che nn me- 
désimo Tidore di P aoddisfaecia a tutte quctt' equazioni. Trova- 
to un valore di P elio abbia queste proprietà , i* integrale della 
pfoposla aVvà la forma 

ApCz^B'^mil^€l^ . . ..^L'^^M'y 
dx"-' dx"-^ dx'^ ^ 

■ 

^A I P 1_-J1 H-Bi '1—^ .... -fi, 1 '^^Mi!z=/PXdx , 



dx dx 

^-e<N 
ove sarà 

eb» ec* 

Se conosceremo due valori di P, che soddisfacciano ali* equa- 
zioni {a)., avr^mb «H'altio inte^lé, e quindi eliminando il dif- 

feranziak più alto ■■ ■ ■■ •^ , con che Terrà a aparire andie il dif- 
.ite 

fereonaJe del medesim' ordine delle altre variabili, otterremo 
r integrale della proposta di due ordini inferiom. E oosi in se« 
guito pottemo tads^e n^lte integrar la proposta, quanti diversi 
valori di P conosceremo, i quali soddisfacciano a tutte T equa- 
zioni ^a). 

È evidente dalle cose precedenti , i^ la rioerea dellMnte- 
graie dell'equazioni (a) dipende dall'integrale dell'equazioni 



%m CLEMENTI 

awi? air ax 

a J? a:r dx 

nelle qndli sì can^a la proposta ^ «e Ti si pene Xzso^ e si censii 
dera separatamente ciascuna delle yariabilì • Ma prima di t:erca« 
re l'integrale dì quest'equazioni, o dell' equazioni (a), sarà bene 
osservare se la proposta è integrabile; poiché , se non lo fosse, 
sarebbe opera perduta la ricerca dei valori di P . Per veder ciò 
si elimini la quantità P dall' equazioqi (lO) , è. si javtà una oi pia' 
equazioni tra i coefficienti , le quali se saranno identiche la prò* 
posta aarà integrabile; altrimenti non lo sarà. Si pptraneo an* 
che trovare le condizioni necessarie perchè la proposta ammetta 
un' integrale di un'ordine inferiore di due o più unità; per la 
qual cosa rimandiamo a ciò che abbiamo detto sui criterj d'inte- 
grabilità. . 

, Se i coefficienti A, B^ ec, Ax , Bi , ec. sara^mo costanti, 
ia proposta ammetterà un'integrale dell'ordine n— i , se l'equa- 
«ioni 



Az ^ ^Bz^^^Cz '*'"^ :tiV==o 



ceu 
ftvranno uit fattore tiomune di primo grado; e se questo fattore 

hx 

sarà az— i , il valore del moltiplicatore P sarà e ^ ; Se le mede- 
sime equazioni avranno comune un fattore di secondo grado, la 
proposta si potrà integrar d uè volte , e cosà in sonito . La pro- 
posta non ammetterà un'integrale finito, che nel caso, che 
? nell'equazioni abbiano twtte le radici respettivamente eguali, 
'utto ciò si comprende da quello, che abbiamo detto di sopra 
parlando dell'equazioni della stessa forma tra due sole variabili « 

149. 

Siano adesso propiràte le due equazioni tsa tre variabili 



dx 

A ^^ Z? 

Al iHjpi 



S' A1.06BRA P. III. 



289 



2h^Ì 



• • 



dx 



■A-y 



dx 






» J» 



m 



m— i 



'-•rca 



-«W*l 



*ii»-«-a 



t • • • 



■^ay. 



■iV3* 



uX aX ex 

Moltiplichiamo la prima per Pdx^ e la -seoonda per P'dx, OT<i 
P e P' 8ono^uiizioRÌ kVi Xy e supponendo «he la somma eli que- 
sti prodotti 'sia, ^Da'diiFérenziale esatta , avremo per 1 soltti etite* 
rj d' iotegrasione .^ , . 

d^.uéP /^'.BP i^'^.CP 



tmmm 



n 



n— A 



dx ' dx"! *, dx* 



m 



mr^i 



. . . .r±NP 



.....dtiVaP' 



» rwm j Ir* * • # 

UX aX QX 

^.AiP i^^ .BiP ^J^"^ JCiP ^^^jP 

aX nX aX 

i^.AiF rf^"'\^3F ^"^^. 



dai^F 



m 



I*— I 



llt««fA.i 



d^"' dx"'~'' dx' 

Trovatil Talorì di P e di i", ebe soddisfacciano 4kllé jnrecedentì 
«goàzioniy avxenK) l'integrale seguente4 






' ^\ \ 



l '} 






M> » \\'\ t ' 



* t i ^ « • 






rfa?"»-' rf*"^' tfx'*-^ 

d.BP d' AP ___ p d.gil* 4v£i> 



©o. _. ce. . 

Sup{i^tf0 ^!>m/8a)rà h il liUnaero 4elle qfuaiitità ^«^ t 

y-^ ; . . . i, a , — , T— , . i . . — : nella equazione 

^4»? . __-__:.. .4^^ :^ .. 

(^: e quindi se conoieeveiiio aai yaknivdi P ed 'altrettan- 




qufelJ 
a/i--i ; poiché r eUminazione ci condurrà allora ad una equazio- 

ne del prim' ordine tra j e -^ , o pure tra i8 e ^i la quale sap- 
piamo integrare • 

Osservando adesso che i valori di P e dì P' sono i medesimi 
quando X ed X' sono eguali a zero» se saranno dati an — i valo- 
ri di y, ed altrettanti di «, i quali si^disfacciano alle proposte 



D' ALGEBRA P. IH. 191 

nel caso di X:^:X'^Oy potremo come sopra (i45) dalla equazio- 
ne (A) ricavare i valori dì P e di P', Quindi il teorema del Big. 
d^ la Grange ù eatende. «iQbft m\ ciiso,4i ^ue.^qaa^iQnl tra tre 
variabili y le quali si sapranno per.cid. ii^tegraie, s^ Ti^tegfii^e se 
ne conoscerà idlotcfaè X$d X' ««no eguali 9^ ^rp . 

Seoza: proseguire' ]piu: oltre quQSDP rio^rpbo» dall' ai^damento 
del mietodoy che è aempr» UBÌfaiDie, vediamo cbiiiraipenite, che 
questo . teorema ha sempre luogo nella iategre^iooe dell' equaiio- 
ni lineari » qualunque: m il numero delle vAmbili»:.se il nume-» . 
ro dAirequa»mii ^ dijquelW miaojr^diiUiia «niti^»|Se noi il q<^ 
mero dell'eanasioni sarà di pia di una iinità minore del numero 
delle variàbili\ si'àvfànno in tal caso dell* equazióni di condi- 
zione, le quali dovranno aver iuogo, pfjrehèjrìniegiasEà^ne sin 
possibile. 

Del resto y allorché son dote più. e.quas^$pni ^ si possono con 
Teliminazione ridurre ad una sola /P$r 'Mostrare come si debba 
oseguire quosta elimiMviione .prendifiO^ per aset^pi^p.F.^qwzip- 
ni tra tre variabili , 

E1imii)aììdò'^ avremo una'equazióne, cffae differenziata sarà 
d.ella forma i * . 

dx^ dx^ ax . ^. dx^ dx .. 

Ora col mezzo di questa equazione^ di tìna deljle precedenti eli- 

miniamo di nuovo -r — , e T equazione » che ne risultai diiFere|>- 
ziata prenderà là forma h - - 

Adesio elin^ntfimt) d4 queste quattro equazioni 2 , ^ , ^ conr 

siderandole come tre diverse incognite, e ne risukerà upa equa- 
zione tra^^ ^y delU forma "^ 4- • - - 
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FkcifcrieDee apparisce ;*ci>m!i il metodo estender si possn «d ecfaa^ 
spioni di. tèa* ordìtie >){L elevato . : 

Se nel numera precèdente* tuppoogHIamò f coefficiènti A ^ 
J5 , ec. , Ai , B'iy «B* , A-i'y B^ , ^. , Ai-y Bi^s ec. tutti costanti 
ed- A'ii^X'sò', F esposto metodo- di elimìnavione ci condurrà ad 
una equazione iU y, 1» <{àate a^rà ì. coefficienti costanti ; ed il 
seeondo.'ttì%mbrocsM>. Quindi per*oiò<clseialibiama insegnato di 
soj^ra ('i4j^) potremo soddisfare '«t questa •eqaasioae' ponendo 

yzze ^ ed /»- costante. Posto ciò nelle due/^quaziooi proposte 

flU3cia«ii6 y^ze^e^ìsssi ^^^^e c[i!ieUe> divise per « preads*^ 
C«Ai|0 la (otQML 

•^e a. Or, b^V'^ ec. sWo» qttanti<;à^ costanti « Ora è chiaro » ohe ai 
^est* equazioni possiamo soddisfare ponendo 1!^ eostante. In tal 

caso dalla prima equazione avremo ic=r-p->r^, e sostitaendo que-^ 

sto valore- nella seconda' Re otterremo ab — aV':sx>. donde ricave- 
remo il valore di !»> e quindi^ avremo il ìmore corrispondente 
di jy e di z , e -perciò, T integrale dej|le jprojj^os^e composto di tan* ' 
ti integrali particolari, quanti saranno i valori dì m. L^istesso- 
metodo può^ applicarsi ad un nu<mero qualunque di equazioni^ 
come per dilujcidarlo^ mostreremo, nel segnentjc esempio.. 
Si debbano integrare le tré equazioni 
d»y ^o^-^. co' d*^** ?i«'^ IO ' d»u ^ du 
. ^xa dx , -^ .rff » . , (ir 7^, ^ . dx^ ^^ dx^ ' 

à^y i^ày ^-. ^d^z dz^ ^ d^u du ^^ 

a'^.V ày -, d^z ,dz ' d^a ^dù^^ ^ ' 



, 2sae> , uss^^y essendo- à e ^ q^uani 
costanti^ e le proposte diventeranno 

•/7i»~i 8/IW-58 H-^(ìi»»H-3/»--4^JHT/?^/i»f r^ 
/»*-#-43/»— 254-a(a3w" -/i«-a5oj-+.^(/»a4-i 7/»- 36)=o 

3;7a"-iriiW:— i28-a(iam*-a.7*-i3o)-i?(ma-i3/«-i-i8)=»^ 
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Dalle due prime equazioni otterremo i valori di a e di |9 , cioè 
^_ (/n>-K43/fi-a54)(/»a"amw»a)-(ain«-i8/yi-»-58)(OTa-»-i7/n-36) 
^(3/7fa-|.3m-48)(/»«-Ki7/ii-36)-4-(23/»»-/»-a6o)(i»»— 3w-Ha) ' 

(3ma-H3/»-48)(wi»-Hi7/ii^36)-i:-(adm*-m-aSo)(in«-3/»-Ha) ' 
è sostituendo questi valori nella terza avremo 

m*-— 7/»*-i-7/»*-i-35i»*— 56m"— a8m-i-48=:o . 
Le radici di questa equazione sono i, a, 3 ^ 4> "^1» *^2; ì va- 
lori corrispondenti di a si troveranno i^i, a,<«-iya>3, e 
quei di I? 1 9 a, 1 9 —I y 3, a. Quindi i valori completi di y » 
is» ed 21 saranno i seguenti: 

y=Ce^nHCV^^H.C"^ ^^C'e^^^''' r^ ^ T"^ * 

z==C/?^-HC'e* Va<7'/-^-C"'e^H.aC %"^^3C%"^^ ' 

i=Ce^^aC'e^^^''«^^-^"V^^3c''e-"*^ac''e"-^' 

C A P I T L O VII. 

Delle 6obézioni particolari MI' equazioni differenziali • 

Abbiamo già osservftto, che l'equazioni differenziali ammetto- 
no alcune soluzioni particolari , le quali non sono comprese 

neir integrale completo. Cosi l'equazione rfy=: ■ ^^'^ ^ 

ha per integrale oecnpleto ysuink^/^^i^'&^^'-'^-m'^) ^ o sia 
«•-— aay— j?*-i-m^xro y 4B per soluzione particolare o^'-»-^^—- it^^z^o» 
la quale non è compresa nell'integrale completo , perchè questo 
in quella non si cangia , qualunque valore si dia alla costante a. 
Questo paradosso è stato per .U prima vojtft ,o##ervato di^l Sig. 
Euler^ il quale ha^te alcune regple per oonos^re, ^e una di|- 
ta relazione i^he soddisfi^ ad una ^upziope cMffereiiziale, ne è 
un int^rale particolare^ o una soluzione particolare » senza che 
sia noto r integrale completo • Queste regole soqo atate poi resA 
alquanto pia generali dai Sìgg. £ Alewìh$rt^ e di Condorcet^ 
iìnehè il Sig. d^ la Plaae ha insegnato a trovai direttamente 
Tom. IL a5 
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tutte le soluzioni particolari di uoa data equazione differenzia- 
le. In seguito il Sig. de la Grange ne ha data una teoria nuova 
e completa, dedotta dai principi del Calcolo Integrale^ dalla 
quale apparisce, che le soluzioni particolari, inyece di essere 
una eccezione alla regola generale, ne sono anzi una conse- 
guenza immediata: e questa teoria noi andremo adesso espo-« 
nendo. 

Sia dat|i T equazione differenziale del prim' ordine Z=o, la 
quale abbia per integrale completo V equazione Vzzo tra le va- 
riabili x^yy ed una costante arbitraria a. Se dal differenziare 
l'equazione ^^o ne nasce dyzz^dx^ si otterrà, €om*è noto, la 
proposta Zzila ^ se si eliminerà a dalle due equazioni P^o, e 
dyz^dx. Abbiamo nel differenziare l'equazione Viso supposta 
a costante; ma anche posta a variabile l'equazione Fz=o soddi- 
sfarebbe alla proposta, purché l'equazione dy:spdx fosse in 
questo caso la medesima di prima . Ora supposta a variabile ab- 
biamo dy^pdx-^^da^ dunque acciò questa equazione si riduca 

a dyzzpdx^ convien che sia jr=rl^)=o. Se l'equazione (^j=:o 

ci dà uno o pia valori di a per x e per y , sostituendo questi va- 
lori in luogo di a nell'equazione F=c avremo altrettante solu- 
zioni particolari della proposta , le quali non saranno comprese 
nell'integrale completo, perchè in questo a è sempre costante. 
Al differenziale dell'equazione Vzno si può anche dar la 
forma dxzzPdy^j^Qda^ e col medesimo discorso si vedrà, che 

per avere le soluzioni particolari convien fare Q=:f-r-}s:o, e so- 
stituir poi il valore di a ricavato da questa equazione nell'inte- 
grale completo « Quindi dato l'integrale completo di una equa- 
zione differenziale del prim' ordine, se ne ricavi il valore di 

\M * ^' w) * * ^^**^ queste quantità eguali a zero si avrà 
lino o più valóri di a per a; ed y, i quali sostituiti nell'integra- 
le completo ci daranno altrettante soluzioni particolari della 
proposta. Può sriccledere , che uno dei fattori della equazione 

(^)==o ,.o yjA=o non contenga che « e le costanti dell'equa- 
zione differenziale; in tal caso, siccome a è costante, non avre-^ 
mo una soluzione particolare, ma un integrale particolare com^ 
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preso nell'integrale completo. Se quest'equazioni non contenes- 
sero a, ma solo x ed y^ allora convien vedere se dal paragone di 
esse coirintegrale completo il valore di a risalta costante o va- 
riabile; nel primo caso queir equazioni saranno integrali parti- 
colari , nel secondo soluzioni particolari . Che se il valore di a si 

trovasse =— , ciò sarebbe un segno , che quell* equazioni sono 

fattori dell'integrale indipendenti dalla costante a, e stranieri 
air equazione differenziale • 

Si abbia per esempio l'equazione precedente 

c= ^ ^**"y y — della quale l'integrale completo è 

a»— aaj— a?*-i-w*=:o; da questo ricaveremo 
/^J= — - , (t")~^ — ' ^^^°^* facendo l'una e l'altra di que- 
ste quantità =0 otterremo a=ry » e sostituito questo valore di a 
nell'integrale completo > esso diventerà a?>-Hy^— in'=:o, e que- 
sta sarà la soluzione particolare della proposta» 

Se si cerca la curva» in ciascun punto della quale un pun- 
to lucido produca la medesima illuminazione ::=i , si giungerà 

alla equazione £{«=-_ .- , ove u è il raggio vettore preso dal 

1/(1— "*) 
punto lucido 9 e X è l'angolo che fià il raggio vettore con una 

retta data, la quale passa pel punto lucido. L'integrale di que^ 
sta equazione è u>^en.(2«-M») ; ma qualunque valore si dia al- 
la costante a» non ne vien mai l' equazione ii^=i del circolo, il 
quale soddisfìk al problema : converrà dunque che il cerchio sia 
una soluzione particolare dell' equazione proposta . Per accertar- 
cene prendiamo dall'integrale i valori di (-r-)^ — -^ » e di 

i^ìrs— ^; la seconda di queste quantità* posta eguale a zero 

non ci dà niente» ma la prima ci dà cos.(22-i-a)^ò. Combinan- 
do questa equazione coli' integrale troveremo ii*r:i, che è l'equa- 
zione del circolo, che cercavamo. 

Prendiamo a rintracciare le soluzioni particolari dell' equa- 
zione ^y = : ^JL , ove XzzA-^Bx-^jCx^-^Dx^-^Ex^ , 
yX yX 



(dah 
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y^^^jBy-+*Cy^-+*Dj»-f*^y* , P integrale della quale abbiamo 
trovato (139) essere \/X^Yn{x^\/(a^V), ove 

r=I>(x^y)-HJE:(x-Ky)» . Se pongliiamo -^=^' , dy^"^ ' 

/^W(^\=:r, dedurremo dairintegrale completo 
dy\_ {^-y)\/t ^ 

. . , . >^TTylK, ■ , ■ ■ . ,■■ i Facefido ( -i2^ {=0, 

e (-j^jzro troveremc^n primo iDogo rr— yszb; ma siccome in 
questa equazione non è compresa la quantità a y si deduca 
ddir integrale completo il valore di ter^^^'t*^^'* — F, e poi*- 

che l'equazione x— ^yc=o rende a infinita ^ essa non è una solu- 
zione particolare , ma un integrale particolare compreso nel 

cOBQpkto. Le quantità l-rA e (^V divengono nulle anche po- 
sto Frròy o Xzso, purché non sia nel medesimo tempo Y^tzCf 
o X'ssa. Quindi le seluzioiii particolari dell'equazione propo- 
sta saranno tutte comprese nelle forme xtru^ o f^^xiy ove u rap- 
presenta una qualunque delle ràdid disuguali dell'equazione 

l*rovetemo le medesime soluzioni per reqiiszione 

^^- H- ^ T'^ ì di cui r integrale completo è 
\/X \/Y^ ^ ^ 

j/JT— |/'11=(ap— y)l/'(a-Hr). Di più avremo re— y=o, ma sicco- 
me questa equazielne rende iv^^ I!Ì_L ^^V:t,— , essa 

dev* esser rigettata coinè estranea all'equazione differenziale. 
Infatti ^— ;y è un fitttore dell'integrale completo, come facil- 
mente si vedoi se l'integrale si pone sotto la forma 

—— — _-=(a:— y)(/(a-+-F), e questo fattore posto =30 non sod- 
disfit all'equazione differenziale. 
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l52. 

Dato pertanto Tintegrale completo di una equazione diife- 
renziale del priin*ordine, si potranno sempre trovare tutte le so- 
luzioni particolari delli^ medesima • Vediamo adesso come le me» 
desiale solnsioni rintracciar si possono anche quando l'integra* 
le completo non si conosce. Per riescire in questa nuova ricer- 
ca conviene riflettere ad un carattere, il quale distingue gl'in- 
tegrali particolari dalle soluzioni particolari. Qualunque iute* 
graie particolare dedotto dall' integrale completo soddisfa sem- 
pre all'equazione differenziale, di qualunque ordine ella sia. 
Ma 86 dall' integrale completo si deduce una soluzione particola- 
re, essa soddisfarà sempre all'equazione differenziale, se questa 
è del prim' ordine , ma se fosse di un'ordine superiore, non vi 
soddisfarà che nel caso» che abbiano luogo alcune condizioni. 
Per ritrovarle ponghiamo che sia Vzzo una equazione finita tra 
X, ed y ed una costante a, la quale differenziata nelF ipotési di 
a variabile ci dia dyzrpdon-^da . Differenziamo p supponendo 
</jr costante , e posto /?^a7-^£/a in luogo di </y sia dpinp^ dx*^^ da^ 
e così pure nella medesima maniera sia dp^r^'^dx-^^^da , 
dp"^:p"*dX'^"^da^ e così in seguito. Posto ciò, eliminando a 
dalle due equazioni Vrzo^ e dy:z:pdx avremo l'equazione Z=o 
del prim* ordine; combinando le tre equazioni F=o, dyzzpdx ^ 
d^ys^^dx^ , in modo rìtt sparisca a, formeremo l'equazione del 
second' ordine Z'^io\ l'equazione del terz' ordine Z"=o otterre- 
mo, se per eliminare a ci serviremo delie quattro equazioni 
J^^o, dyzzpdx, d^ynip'dx^ , d^y^p"dx* ; e così in seguito per 
gli ordini superiori. Allorché a è costante, P^rc soddisfarà a 
tutte quest'equazioni Zrzo, Z'^o, Z''rro,'ec. all'infinito. Ma 
se a è variabile y'I'equatione. F==o non può soddisfarà a ZzzOp 
se non è 9=0; non può soddisfare a Z'=o, se non è ^r:o, e 
g'zso , acciò le due equazioni dyzzpdx^^da, dpcr^'dx^^'da ù 
riducano a dyzzpdx^ e dp'^^dx^ come nel caso di a costante. 
Similmente l'equazione V^o non soddisferà a Z''=o , se non è 
insieme jC=o, ^'=0, 7"=x>, e così in seguito. Si osservi che 

(£)• y'K^)' ^"=(^)' **'• ' **"•*• ^* preoedenti con- 
dizioni si riaucono a (^)=o, (■^)=o, (^^ =o » «e- Se 
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invece di supporre y funzione di a? e di a , avessimo posta x fun* 
zione di y e di a , avremmo allora ottenute le condizioni 

©=°' fe)=°' (^)=*^' "•'• Q"'°^' ;* "° '^**;' p-**^- 

blema ci ha condotti ad una equazione differenziale del prim'or* 
dine y le soluzioni ricavate dall* integrale completo mediante 

l'equazioni (^1=0, o (^-1=0 soddisfanno sicuramente al pro- 
blema: ma se l'equazione differenziale sarà del second' ordine , le 
soluzioni particolari dedotte dall'equazioni f ^^jrro, o (-j-ìzio 
non soddisfaranno al problema , se non saranno tali, che renda* 

Se in qualche caso avessero luogo l'equazioni (;7^)=^o, 

ec. , all'infinito, la soluzione particolare soddisfacendo a tutte 
l'equazioni differenziali di qualunque ordine ricavate dalla pro- 
posta avrebbe il carattere d'integrale particolare. Bla in tal caso è 

facile il vedere 9 che la quantità {-j-) non conterrà x^ ma sola- 
mente a e costanti: infatti ponendo rr-i-# in luogo di x, e chia- 
mando l~j ciò che diventa la quantità Cj-j dopo questa sosti- 
tuzione 9 abbiamo pel teorema di Taylor 

w) = fcr ''V d^)"*" TV3^ rfi)"*^- 
Ora supponghiamo che Tequazione Y-p^=o ci dia azzF{x)\ e 

l'equazione (^j =o ci darà a=F(a:-M). Ma per ipotesi insieme 

^^^ (è) «^^«J'^^^o (^) • (^1^) > «e. all'infinito, e per- 

ciò anche yjA ; quindi sarà.F(a:-t-o)=:F(ar), cioè F(x) costante. 
Essendo adunque costante il valore di a, allorché le quantità 
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y^J , \ j^ f9 ^^' a^'infinito svaniscono^ avremo in tal caso 
un integrale particolare, e non potremo avere una soluzione 
particolare , cjie quando alcuna delle quantità f J j , i d^rJd ) * 

ec. non è eguale a zero • 

Da questa osservazione si ricava il modo di trovar tutte le 
soluzioni particolari di una proposta equazione differenziale del 
prim^ ordine y quando non si conosce il di lei integrale comple- 
to. Sia data l'equazione differenziale Z=:Oy di cui l'integrale 
complèto sia V=Oy essendo P^una funzione di or, di j, e della 
costante arbitraria a. Siccome l'equazione Zr=o è indipendente 

(dZ\ 
-T-jziOy o si riguardi y come funzione di :r e di , 

x come funzione di y e di a, queste funzioni essendo date 
dall'equazione Vizzo, Ora supponendo che l'equazione Zzzo sia 
priva di quantità trascendenti ed irrazionali o fratte, se pon- 

gliiamo essere dZz^Ae^^Bdj'^dx , saranno le quantità A , 

B , e C funzioni dì 4? , y , e -^ . Riguardando y come funzio«- 

ne di a; e di a avremo f-j^ìrr^f ^ )"**^(t^)> ^ siccome dev'es* 

sere (^j==o, avremo ^(^-^j-i-Bl^lzro. Ma nel caso delle 

soluzioni particolari dev'essere l-j-jzzo, ed essendo JB senza de- 
nominatore non può in questo caso diventare infinita , dunque 
l'equazione precedente si riduce ad j4y^-~\zzo , la quale ci dà 

Azio , quando f ■ . ^J j non è zero insieme con Cj^j . Se f^J e 

1 J j svaniscono nel medesimo tempo, l'equazione 

>4f-T-~.Y4-jB(^ j=:o sarà identica , e differenziando nell'ipotesi 
di rr ed j variabili, ed a costante avremo 
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nllorcliè (-p) e ( . " ^ ) dono i^isieme nulle . Qaindi avremo 

Azzo , «e non «vanirà ancora ( jI^^) 5 ^^ *® anche questa quan- 
tità fo$se zero differenzieremo di nuovo l'equazione 

zìone AI ^^' j=o, la quale ci darà A:^o , 8e f . ^ 'ì non «va- 
nisce . Si vede adunque ciie avremo necessariARiente A:sso , se 
tutte le quantità (g) , (^) , (£^ , ec. all'infinito non 

svaniranno» e quindi avremo, per ciò che abbiamo dimostrato 
di, sopra, ^=o nel caso delle solazioni particolarie Ripigliamo 

r equazione dZ'zzAd -^-^Bdy-^Cdrzzo ^ la quale a motivo di 



^wO ci dà Bdy'¥XÌdx:zx^ , e questa equazione dovrà eombìoare 
coir altra Amo, allorché col mezzo della proposta sarà elimina- 

ta ^. Ma poiché supponendo dx costante abbiamo 

^.—-^ -■ ■ ^ nel caso delle soluzioni particolari avremo 

-r-=j=: — - Abbiamo supposta y funzione di x ed a; ma poteva- 
mo egualmente supporre x funzione di y ed a, ed allora a* 
vremmo trovato nel caso delle soluzioni particolari 

7-^=-- , prendendo dy costante. Il primo caso comprende le so- 
luzioni particolari iricavate dall' eqiuaeioae (^)=so , il secondo 

quelle ohe si deducono ^all'equasione (^)^»> • 

Ripigliamo gli esempj precedenti , ed in primo luogo sta da- 
ta l'equazione dxzz f^ ^^^^ ^ . Avremo 

-7-= p. e quindi 
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-JL=r , , — 1-— = — i : ^esiccome que- 

rfx* |j/(4:«-i-y«— OT»)-^]».|/(ar«.*-y«— IH») 

sta quantità dev' essere =— , avremo le due equazioni 

[|/(«*-+^*--OT«)--y]».^/(xa-i-y*— wi»)==o . 
La seconda ci dà o |/(af*-*-y*— /»■)— ^yrsOrO l/(a?«-Hy*— in«)=o; 
se facciamo p/(a?*-*-y*— m*)— y=ro, la prima diventa — 1»»=» , 
che non ci dà niente affatto; ma se ponghiamo 

|/(a?»-+^«-^w«)=:o, la prima diventa y«— i»*— j^y^^zso, e poi- 

che la proposta ci dà nel medesimo caso ^="~"~*9 1& prima e* 

quazione si accorda con la seconda a darci per soluzione parti- 
colare l'equazione x*-i-j'— /!ii^=x>. Se alla proposta diamo la 

fofma Jlz=:^^^ "^ ""^ ^^ , differenziando avremo 
dy X 

43^ «y-(y«-m«)j-^(j2--«V/(a?«-K)r«--in«) 

.; — = -^ ., -^ — -____ e ponendo 

questa quantità =:— otterremo le due equazioni 

a?«|/(ap*-i-y*— «»*)=:o . 
Se per soddisfare alla setMMada facciamo xiiio , la prima divente- 

'* [yV^(y*'-"'»*)— ^•-H»* J-p=:o , e siccome in questo caso è 

2-= — > il valore :c=o non soddisfa alla prima equazione. Ma 

se ponghiamo p/(a;*-KyA— m')=o, ambedue l'equazioni si accor- 
deranno a darci per soluzione particolare x'-f-3r'«-iii*=:o. 

Consideriamo in secondo luogo l'equazione d^/(i'U^)::sudu^ 

dalla quale ricaveremo j^z^^^ ^« e guindi le due 

To«. //. %6 
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du 



equazioni (i-i-m*W=o, a*j/(i— •**)=o . La seconda et dà o 
u^zo, o u^=i ; pvesa icao non é soddiafiitta la prima» ma preso 
u^=ri sussiste anche JLa pnma, perchè -g-ss '^ > ^ 530. i^uuw 

di le soluzioni particolari saranno a^=±r , e jì*=3— 'i, la seconda 
delle quali si tralascterà, perchè è immaginaria. L'equazione 

.-^^ ==— non ci dà alcuna solozione; dunque Tanica, che am- 

meita la proposta , è ii*=i « 

Sia data in terzo luogo Y equazione ■ = -JL, ove siano 

X ed Kdue moltinomj di d? e di j, e supponghiamo primiera- 
meate che A* ed. y non abbiano che fattori semplici» cioè che 
quando Xso, o YzzOj non sia X'=o, o Yzso. Dalla equazio- 

ne proposta si deduce — 3^^= ■ — ^ e quindi le due 

equazioni X\/XYzzo , ed JC 17^-^-^171^=0; cioè 

yt/Ay— ^y=». La prima ci dà: o- -¥r=o, che non-soddisfk 
alla seconda, perchè per ipotesi X^ non è r=o; o Uzzo che sod- 
disfa anche alla seeooda. Qtiindi i fattori semplici di Y posti 
:=o sono altrettante soluzioni particolari della proposta. Se X 
ed X' fossero r=o. oel. medesimo -tempo^ cioè se X avesse un &t- 
tore moltipliee^ questo sparirebbe mediante la divisione dal nu» 

neratore e dal denominatore del valoze di «»-^ , e qmiidi non 

sarebbe adattato a danci delle solnziom particolari. Nello stesso 

modo r equazione 3-- =— c'indicherà, che tutti i fattori sem- 

■ ojr^ o 

plici di X posti =30 sono altrettante soluzioni particolari della 
proposta . 

Ripigliamo l'equazione dZ'zzAt^^Bdy-^Cdariso , e sup- 
ponghiamo cho Bdy^rCdx sia nullo da se medesimo. In tal ca- 
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•Oy perchè 8Ìà -pF^=: — , basterà che sia <^=ro, e la soluaioue. 

ax" o -^ 

pardcolare si troverà eliminata ~dair equazioni Z^ro^ed ^=o. 

Ma si potrà allora ottener facilmente ancbe l'integrale compie^ 
to;. poiché nel onso di un. tale integrale non «^sea4o Azso avre- 
mo a-T-^io , e —:::^A , e sostitaepdo questo valore dì ^ nelV ei» 

dx dx \ i * ^ dx 

qnaaione &S0, otterreiÉo una eqa$»lone finita Uax,^ j, e la co- 
stante a, che ne sarà l'integrale completo. Sia data per esempio* 

dv dy*^ .ìhw 

r equazione y » — i— aory^ "*"(^*"*^)^a"^^ > diliereiiziando avre- 
mo I (j:«— j)^— j?y Uj^::zo , e per l' integrale completo rf.^=ro , 
cioè -^=a, sostituito il qua! vajore di ^ nella proposta l'inte- 



grale completo sarà y'— i«-aaa?y-i-a^(a:'-^i):=o, cioè 

y— ajvs=p/(i-4-a>). Per trovar la soluzione particolare facciamo 

(a?»— i)^— ^y=o , e sostituendo il valore di ^ nella proposta 

avremo la bramata aoluzione ap*-«-^*— i=:o: 

In tutte r equazioni di questa forma avtemo d.'^:=zo , e 

quindi ^z=a» ed y=aj:«4^y e questo sarà l'integrale completo 

della proposta . Ma questo integrale non dovendo comprendere 
che una sola costante arbitraria a, per determinar ò sostituiamo 
il valore di y nella proposta , ed otterremo una equazione tra a 
e by dalla quale potrenso esprìmere i per a* Quindi per tro- * 
vare la forma generale di quest'equazioni pongbiamo bcz/^.a, 

denotando ^ nna f nnaione qnalunqisie p ed avremo ^ zza ; e so» 

stituendo i valori di a e di i nella equafeione yzxaoM^ ne rica-^ 

dv dy ' ■ ' 
veremo ynx^'^.-j-* Infatti diflèrenziàndo avremo 

f:r-HJ\^W.^, ove per (^.% indichiamo la quantità V* * 

dy dy 

e quindi o i2.^:so»o dP-H^'.^=o • La prima equazione ci dà 
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—^"^ f e soetitaito questo valore nella proposta ci ikyznaa^t-^^a^ 



dx 

e questo è l'integrale completo. EUiminando daUa proposta —^ 

per niesszo della seconda equazione avremo una soluaioue parti- 
colare, la quale apparterrà sempre ald una curva , mentre l'inte- 
grale completo esprime una retta. Il Sig, Claircuìiìl primo ave- 
va osservato guesto paradosso di varie equazioni, che s'integra- 
no per mezzo della ctifferenaiasioney e che appartengono nel me- 
desimo tempo ad una retta e ad una curva • Ma la vera teoria di 
quest'equazioni si deve al Big. de la Grange » il quale ha mostra/» 
to che lungi dal formare un paradosso» essa era una consegtten<* 
za della dottrina delle soluzioni particolari • 

154. 

Passiamo a cercare le soluzioni particolari dell' equadoni 
differenziali dèi second' ordine. Sia data adunque T equazione 
del second' ordine Z=o, ed il di lei integrale finito Fao, ove 
V conterrà due costanti arbitrarie a e &. Se riguardiamo b co- 
me funzione di a, ed Vin conseguenza come funzione di x, y , 
ed a , dalle cose precedenti apparisce , che l' equazione Vsso 
soddisfarà aUa proposta anche pel paso di a variabile , purché 

abbian luogo l'equazioni (g)^(g\g=o, 

\ d daT ^x d ^fl /T*^^* nelle prime delle quali si considera y 

come funzione di « ed a , e nelle seconde x come funzione di y 
ed a. Ora l'equazione Vzzo differenziata nell'ipotesi di a varia- 
bile ci dà dysyHlx-^l-^jda^ ('^V^' ^^® si riduce a dy:=^dx a 

motivo di ( jr )-♦• ("2)3"^^ * Quindi avremo le quattro equazìo- 

• tr— dy «— ^ /dy\ /dy\dh i d^y\ /d»y\db 

^' '"-^^ S""^-"" ' W "^ V3?fe=^ ' \d^) ^ ydnbfdà^ ' 

db 

per mezzo delle quali se elimineremo a, b^e-^, otterremo una 
equazione differenziale del prim' ordine, che sarà una soluzione 
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partìcolafe della pi>op<^to« Al difierenziije dell' equi^one Vno 

possiamo anche dar la (oxtxoL.dxzzJ^dyr^'. (t'W^'^I'^àV^^ ^ ^^' 
lora dedurremo la soluzione particolare dalla eliminazione di a, 
iy e ^ mediante le quattro equazioni VzzOy ^ P=o, 

\da) ^ \ db)da—" ' \ djrda) * \dyiit/di 

Sia data per e<einpio i'eqnaaiooe del . second'oidine 

3^-*l*T0=(s-*è9'*0 ' ^ cui l'integrale finito 
completo è y^i hij?-i-a>-4-i>. Da questo integrale si deduce 

1 . ^ ìsri» e sostituiti questi valori le quattro equazioni diven- 

flx* V « dy •§ x^ g -V db 

teranno jcz HixH-d'-f^'^ ^=ax-*^,— -Haa-i-^jc^ai)^:», 



w — — 

^'^'jz'^^y dalle quali eliminando a , b^ ^ -j- otterremo IV 

quazione ic= — > che è una soluzione 

^ -^ l6(l-M?») 

particolare della proposta . Integrando questa equazione avremo 
una soluzione, particolare finita : a queat' oggetto ponghiamo 
quella equazione sotto la ftfma 

"2^ — •-(8a?»-i-i6ir)^— OF*— i6y(i-»-^*)=ro, ed estraendo la radi- 
ce quadrata avremo ^^H-«*-4-a«=:|/'(i-WP»)(/(i6y-4-4«*H-a7*) e 

quindi ^t^^^f"^''^T=^^(^-*^')> ed integrando 

l/(i6y'4-4a?*-4-«*)=a|/(iH<p*)-Hlog.ra:-44/(i^ È da os- 

servarsi che questa soluzione particolare è trascendente » mentre 
r integrale. completo è algebraico . Se facciamo variare la costan- 

te e, ponendo (^rzidiÉTf^lfltfilso . avremo la «>lu.Jo- 
ne particolare \6y'¥'J^'-¥^^'SS0 dell'equazione 
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8Ì troverà eguale ad uoa funzione di x. Ma lioil ne segue, che 
i6y-4-4^'-h«^Z50 sìa una soluzione particolare della proposta: 
acciò lo fosse y bisognecebbe ehe ne risultasse ^20 il valore della 

i-yA^ir-^^ ^ . fifa; posto iìa luogo di -^ 

il suo valore cfuesta, quantità diventa f— j^js:^— i- 1 , la 

quale non è resa nulla dall' eqnasìione ' T6j-f^'-4-:r^=3o . Dun- 
que questa equazione non è una soluzione particolare della prò* 
pibsta! ' ' 

Supponghiamo adesso, che non sia dato l'integrale compie* 
to finito deirequaaione del second'ordine Z3=o, m'aun integra- 
le primo completo, F'^rc contenente una costante arbitraria fi . 
E ehiaro che l'equasnone Z^io nasce, allorché si elimitla.^r dal* 

le due equaaiQpi 1^=0, f if^:=o, q sia rf^zajp/rfor . Jfla se sup* 



ponghiamo a variabile, in modo che il differenziale dell'equa- 
zione V^zzQ ci disi d-j^'=:p'dx'^' da ^ il resultato della elimina- 

aÌQne sarà i) medesiqio, purché sia jr'r= (;^^)=<>* Quindi tre» 
veremo la soluzione particolare combinando l'equazione 
f ^ - u 'iao eoo Faltra yzzo. Prendianio per ee^mpio l'equas^cip 
ne precedente, di cui un integrale primo é 

T--4-I j^— tìa?l •♦-a» ; ne dednxrema 

pomenitet qttesto^qtiéntità =5 



^ ' a àx \dx ) 

iày . \ s^ 

•^W ^^ /a 
dxda/ iér \ ^ *i 



avremo a= — f. 1. ^jl qual valore di a sostituita nelTintegrar 
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le primo precedente ci darà y= £ — ^^^ , che è 

la soluzione particolare trovata di aopra. Al medesimo resul- 
tato giangereaui preodeDdo l'altro fart^talt piìmlo della, prò* 

posta . 

Se dall'equazione Zzzo differenziale del second* ordine de*- 
duciamo mediante la differenziaciooe l'equazioni jZ'sro, Z^zso^ 
Z'^zzo, ec. , troveremo come sopra , che acciò una soluzione del- 
la equaetou4^ i^rro i^ddis<kc«ia alrequwione JS'sscx^ cotiverrà 

che sia VX^r^» ^ I— ^^Wc;MÌccib MàmSaocìèt all^equa» 

«ione Z"^zo , oltre le prìttM^tdare eqù^fiùoi à&rth ave» luogo art- 

ehe Tal tra { j^^-Wo» • cosi in seguitò. Ma se le quantità 

ydxd) ' \ d ' a^ ') ' ^' *''* itìfinijò fofesero futte flufle, allora 

la soluzione particolare diventerebbe un integrale ' particòlltf- 
re (i5a) : quindi nel caso di una soiuzioito particolare al- 
cuna delle quantità t • /^ \ , ec. dovrà non esser nulla . 

Perciò ae ponghaamo dZs:Ad -^-^ ^^B -^-^dx^Ddy , trovc- 
remo come sopra, che nel caso di,- una: soluzione particolare 
dev'essere ^=30, e quindi _^s£. • Avxeino in tal guisa 



x^ . O 



due equazioni tra 5^, j, ^ , é -^ ', le quslli eliminata 

dx dx^ 

— ? col mezzo della proposta dovranno ridursi ad Dna sola, 

dx* * * • 

quando la proposta ammette una soluzione particolare , e que» 

sta sola equazione sarà la soluzione cercata . 

Sia data per esempio T equazione 

fd^y» d^jr\ dy d^r dy^ -^.ij. . , 

i-j-^^T — H^ 1 -t-aar-j^.-^ ■»■ / ^ =0 . Djfterenziando questa e- 

V ite* dx^ì dx dx^ dx^ ^ 

1 d^y^ o -, ...'"• 

quazione, e ponendo -t~=-z=— avremo le due equazioni 



X 



s 



i 



m8 elementi 

"r ày day- . d«r" tày à^y 1 

ifcp» eia: ' dx^ ^ dx^ ^dx dx» * ^ 

li eliminata -7-=^ col meeEO della proposta si riducono alla sola 

=:o, la quale perciò è una soluzione particolare della e« 



dx* 
ày 3c^^ 

dx 4 
qnazione data . 

i55. 



Può succedere- che il differenziale di Z sia della forma 

JZ^zAd-^^ svanendo gli altri termini: allora 1^ sòia equazione 

j4=x> combinata con la proposta ci darà la soluzione particolare. 
In questo caso è P equazione precedente 

y— ar-rI-»ÌL--Z:^-Z,-a>T^| -«--r^ ; poiché differenziata ci 
^ dx a dx^ \dx dx^l dx^ '^ . 

dà (a(ar.-».|)^-«xg-^0=o. e quindi 
a(a:*-i-i)-r-^— aa?-r-— — =0, onde si deduce il valore di 

day 4^-*-J^' 

-r4= — — » ^ sostituito questo valore nella proposta si tro- 

va la soluzione particolare ' ^ 

i^(i-i-x»)y-wr*— (8dr*-»-i6a?)^— ló^no, come sopra. 

Quando T equazione Z=o è tale, che differenziata ci dà 

d^Y 
€fZ=^^ ^^ =0 , se ne può facilmente trovare l'integrale com- 
pleto finito . Poiché dovendo in tal caso non essere Az30 , avre-. 
mo ii~':s0p e quindi integrando j= h&j^h-c. Ma siccome la 

proposta non é che del second* ordine, il di lei integrale non do- 
vrà comprendere che due costanti arbitrarie ; onde una delle tre 
a f i 9 e e dipenderà dalle altre . Si sostituisca pertanto il va- 
lore di y nella proposta , e se ne otterrà una equazione tra a , i , 
e €f per mezzo dèlia quale una di queste quantità satà determi- 
nata per le altre due. Sarà dunque in generale czzF,(a , b), ed 
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a motivo di «— t-^ , fc=j^— «a?='^— a? j-=j , avremo 



àx 
queir equassioni, che s'integrano mediante la differenziazione.. 

Il di lei integrale completo sarà yzz -^ar-i-F.(« , J) ed una 



soluzione particolare si troverà, se si elimina 7-^ dalla proposta^ 

• dal coefficiente di j-^ del differenziale della proposta poste. 

=:o . 

Da quello 9 che abbiamo detto, è facile ricavare il modo di 
trovare le soluzioni particolari dell'equazioni differenziali di un 
ordine superiore al secondo . Merita di esser veduta una Memo- 
ria del Sig. de la Grange tra qnelle dell' ^(^ca^emia Reale di 
Berlino dell'anno 1774*9 ove conferma questa sua teoria dedu- 
cendola dalla Geometrìa, ed un'altra dell'anno 1779., ove l'ap- 
plica a molte ricerche importanti. Mi resta ad avvertire, che i 
medesimi principj servono a trovare le soluzioni particolari, 
quando le variabili contenute nell'emiazioni sono pia di due . 
oia Z^zo una equazione differenziale del prim' ordine tra le va- 
riabili ^, y, e 2, ed F=o ne sia l'integrale completo, il qua- 
le perciò contenga una costante arbitraria a . Se il differenziale 
di F=ro ci dà dzzipdx^pdy^ sarà Z=o il resultato dell'elimi- 
nazione di a tra F=:o, e dTSizipdxi^p^ dy . Se adesso facciamo va- 
riare a, le due equazioni F=o , e dz:^dx^^p^dy saranno le stes- 
se, purché ponghiamo fj-j:so, ed il medesimo perciò sarà il 
resultato dell'eliminazione di a. Quindi le soluzioni particolari 

si ricaveranno dall'equazione (^)==^<^> ^ \Ir^'^^ ^ \di^^^ ' 
purché ne risulti variabile il valore di a* Sia data per esempio 
r equazione rf«= — ^ ^'^ ^'^^ — , che ha per integrale com- 

pleto aa2-Hfl*=:r«H-y*— /n" : avremo (j-lrr- 
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daranno tutte os— «, e quindi la loluzione particolare 

CAPITOLO Vili. 

Delle eqttazioni a differenze parziali . 

i56. 

Una e<{uazione qualunque tra x, y , «, ( j-j , f^") '^ chiama 

una equazione a differenze parziali del prim' ordine. Una equa- 

noDe tra *. y , « . (g) . (0) , (^) . (^) , (|^ .i die. 

una equazione a differenze parziali del second' ordine; e cosi in 
seguito. L'integrazione di questa sorte d'equazioni presenta dif- 
ficoltà molto più considerabili , che quella dell'equazioni diffi^ 
renziali ordinarie , delle quali abbiamo finora trattato . E sicco- 
me rintegrazione dì queste si reputa compita , quando è ridotta 
air integrazione di una funzione di una sola variabile » così una 
equazione a differenze parziali si ha per integrata , allorché si è 
ridotta alla integrazione di una equazione a differenze ordinarie . 
Abbiamo già vedute alcune di quest'equazioni a differenze par- 
ziali^ quando abbiamo cercate le condizioni d' integrabilità , o il 
moltiplicatore, per cui una data funzione di più variabili sì 
rende una differenziale esatta. Ma fin d'allora abbiamo avverti- 
to , che il trovar direttamente da ciò il moltiplicatore era più 
difficile 9 che integrare la proposta equazione differenziale. Ades- 
so aduncrue, supponendo data l'integrazione di qualunque equa- 
zione differenziale ordinaria tra due variabili, passeremo a Te- 
dere, come si trovi l'integrale dell'equazioni a differenze par- 
ziali . 

Sia dunque proposta l'equazione l-r-pzP, ove P è una 

funzione qualunque data di « e di y. Se in questa supponghia- 
mo y costante avremo l'equazione ordinaria dz^Pdx, la quale 
integrata ci darà zizfPdX'^^. Ma poiché abbiamo supposta y 



• 
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costante, e sarà funssione di v; onde l'integrale della proposta 
equazione a differenze parziali sarà z:z.fPdx-¥'F.yy ove F.y rap- 
presenta una funzione qualunque arbitraria di y. Come adun* 
3 uè l'equazioni a differenze ordinarie del prim' ordine compren- 
ono nel loro integrale una costante arbitraria , così l'integrale 
dell'equazioni a differenze parziali del prim' ordine deve conte» 
nere una funzione arbitraria, la q«ale può esser qualunque, ne 
è soggetta ad alcuna legge, e può geometricamente rappresen- 
tarsi per l'ordinata di qualunque curva o regolare o irregolare, 
di cui la variabile contenuta nella funzione sia l'ascissa. 

Nella stessa guisa si ridurrà facilmente alla integrazione 
qualunque equazione, nella quale non abbiano luogo, che le 
differenze parziali prese per rapporto ad una sola variabile x. 
Una tal' equazione posta y costante diventerà una equazione 
differenziale ordinaria. L'integrale di questa conterrà tante co» 
•tanti arbitrarie, quanto è il di lei ordine, e se in luogo di que- 
ste costanti vi porremo altrettante funzioni di y, diventerà l'in- 
tegrale della propoeta equazione a differenze parziali. Si vede 
adunque , che l' integrale completo di una equazione a differenze 
parziali dell'ordine n deve contenere n funzioni arbitrarie tra 
loro indipendenti . 

Se fosse proposta l'equazione 

( dy dxdy dx^dy dx dy 

posto f — ^)=e^9 essa diventerebbe 
dy" 



=:o 



,-*U 



♦•py'«'(è)'(£i).' ( 




ed il di lei integrale sarebbe una equazione tra ^ , j , ed u, cioè 

tra x^ y, e l — ?). Si supponga in questa equazione ^ cos^an- 

dr '' 

te , e siccome allora diventa a differenze ordinarie, se^ ne otter- 
rà con i metodi soliti T integrale, il quale sarà l'integrale della 
proposta, se in luogo delle nuove costanti vi si porranno Altrel- 
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tante funzioni arbitrarie di «. Sia data per ewmpio ['«quadone 

'^3^(^)=°' P***° (^)^ *** divtnUi xy[£j=o, ed il 
dì lei integrale è vs:^'—^-*-F.y . Rimettendovi il valore di u 

T-j= — ^-^F.y , il quale di nuovo in- 
tegrato ci darà «=— ^ — H^yF.y^f.x , o «sia (perchè fdyF.y 

è una funzione arbitraria di y anch'essa) zsr ■ ^F.y^^f.x , 

4 

e questo è l'integrale dell' equazione ^J*"*! ^^^)^^^ • 

Se l'equazione data sarà tra le quattro variabili x^ y, z^ ed 
u , e non vi saranno altre differenze parziali di u , che per rap- 
porto ad una sola variabile x » poste le altre variabili y e s co- 
stanti si troverà l'integrale di questa equazione con i metodi or- 
dinar] y ma converrà ricordarsi che abbiamo supposte yez co- 
stanti; dunque in luogo delle costanti arbitrarie bisognerà porvi 
altrettante funzioni di j e «• Data per esempio r equazione 

^H-j-t-i^— (t-1 =0, se ponghiamo z ed y costanti avremo 

duzz:i:dx[/{x'^'^z) , ed integrando ii=:db-j|/'(a>Ky-»-z)«-»-c, e 
quindi l' integrale della proposta sarà 

Cosi ancora , se fosse data l'equazione 

'—^F^r , essa diventerà 

iy-d,'^ 

L' integrale di questa completato con un numero p di fun- 
zioni arbitrarie di j e z sarà F.{x , y, z, r)=o, cioè 
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J^. < X , y , , ( ^) (=0 , e dìventeià 

^'\^ ^y» ^9 ( — -) >=© > w facciamo ( — ^ )=^ . Integrando di 
nuovo questa equazione avremo f'{x,y,z, s)zzo , cioò 



/\ }x, yt z f l"'^) /^^ > ® questo integrale conterrà altre m fun- 
zioni arbitrarie dì x e z. Finalmente V integrale di questa ulti- 
ma equazione/, Ix, y ,Zf ( — ^)/=o conterrà n funzioni arbi- 
trarie di :p ed y , e sarà l'integrale completo dell'equazione pro- 
posta. Si abbia per esempio l'equazione ^y g— ( ^^ . . ) =o ; 

faccio ("^"^1^=^ 9 • 1* proposta si cangia in xyzrA^\:^o , l'in- 
tegrale della quale è r= : --4"^.(y, z), cioè, rimesso il valore 

(jr) ^ ^^^ -H>- ( y » « ) «^ integrando 



s='^^~^/dy(l^.{yfZ)'^F.{x,z), cioè, siccome /rfy^.(y, 2) è 
una funzione arbitraria di y e z, e gli posso dare la forma gè- 
nerale ^.(y, «) , J= — ~ — "♦^•(y » «)-*--F.(^, z). Rimesso il valore 

di s questa equazione diventa (5-)=^ — "T * ^'(j» *^)"*'^'(^> *)> 

che integrata mi dà «= —^ ^fdz<p.(y9z)^fdzF.{x,zy^f{xyy)f 

o sia più semplicemente «= — =4*— ♦•^•(j,«)-i-J'.(«,«)-4/.(*,y), 
e questo è l'integrale dell'equazione xyz^l ^^. . 1 . 
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Nella stessa maoiera si potranno integrare l'equaBioni del* 
la medesima forma tra an più gran numero di variabili • Allor- 
ché le variabili dell'equazioni a differenze parziali saranno tre » 
le funzioni arbitrarie contenute nel loro integrale saranno fun- 
zioni di una sola variabile; se le variabili dell'equazione saran- 
no quattro y le funzioni arbitrarie saranno funzioni di due varia- 
bili; se le variabili saranno cinque, le funzioni arbitrarie saran- 
no funzioni di tre variabili; e così in seguito. 

1S7. 

Da quest'equazioni , che facilmente si riducono ad equazio- 
ni differenziali ordinarie, passiamo ad altre, le quali richiedono 
per ridurvisi ulteriori artifìzj. Sia proposta l'equazione 

dzzspdx^^dy^ avremo dzz:^.pX'^.qy'-^xdp^^ydq ^ cioè , poiché 
jT è una funzione di p che chiameremo P, 

dz — d,px'^.Pyzz:'^X'^P')dp, ove -P'^j- • U primo membro 

di questa equazione essendo una differenziale esatta, convien 
che sia tale anche il secondo, lo che non può essere, se x-^yP^ 
ed J\x'^yP)dp non sono funzioni di p; sarà dunque 
«-^ar— JPj-i-F./czo, ed x-^P'zzFp. Si osservi che qui ed in 

seguito indicheremo col segno F.p la quantità ' '^ , e così pu- 

d Fo 
re porremo P\p in luogo di ' ^ , ec. L'integrale pertanto del- 
la proposta sarà compreso in due equazioni , cioè nascerà d^ esse 
mediante TelimiDazione di^. Questa eliminazione invero non 
può eseguirsi nella sua generalità , ma se si daranno ad F,p dei 
valori particolari, si potranno eliminata p ottenere degl'integra- 
li particolari contenuti in una sola equazione • 

Si abbia per esempio l'equazione /7^:n; avremo 1^— » e 
quindi T integrale sarà espresso dalle due equazioni 
sci^ar-^Z—jP./^, iP—Z.r=l^^. Per ottenere un'integrale par- 
ticolare facciamo F.pzza , cioè costante , ed avremo 
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y-^. ^r^y - 



s=yir-4- Z.— a» J>— jL=:o , ed eliminando />, sczifl^jp^y— a . 

Sia data in secondo luogo Teqaazione /^'h-^s^^j . avremo 
P=l/(i— />•), P^TT^ . -P^ , e perciò g=yx-»-yt/(i-"y 'h^-/^. 

a:— — i^ll — =2^.». Se ponghiamo F.jr^»^ otterremo 

1/(1-/'") ^ ^ ^ 



a=y:r-i-;yj/(i-^*)— a, x^* — £2- — =x, e quindi l'intégrale 

particolare «=|/'(j?"-Hy*)— «• 

Sia proposta finalmente l'equazione 9:=a/M-&> ove a e i 
«on quantità costanti; avremo Psrfl/7-i-J, P'zza, e 
sszzpx-^{apH'ò)y'^F.p , x^^^y^F *p . In questo caso si può elimi- 
nare generalmente la /^; perchè essendo x^-^^y funzione à\ p^ sa- 
rà viceversa/? funzione di ^-i-ay, e 2r:y(jr-i-oY)«— P./^-t-iy , cioè 
zzdby'^f.(x'^^y) . Questo integrale si può ottenere più facilmen- 
te nel modo seguente ; nella equazione dzzzpdX'^ay si ponga il 
valore di g, e si avrà di^-^dyzipidx'^ady) ^ ove siccome il primo 
membro è una differenziale esatta , dovrà esser tale anche il se- 
condo , cioè dovrà esser p funzione di x-^ay , e quindi 
z-^yzizf.ix'-^^y) . 

158. 

. Passiamo ad integrar l'equazione p^z(fi.{x, g) . Siccome 
qdy^L.qy'^dq , 1' equazione dz'^pdx^^dy diventa 
d{z'^y)^z:pdx'^dq » il secondo membro della quale dev'essere 
una diflierenziale esatta. Vi si sostituisca il valore di /^ in x e 
g y e s'integri la quantità pdx posta q costante , e sia fpdx^S\ 

99LTk f(pdx'^dq):^'*'F.q , e — jcnf ^ j-H-P.j' , e quindi 

z^-^y^zS'^F.q f le quali due equazioni formeranno l'integrale 
della proposta . 

Sia per eseTtìT^io p^zzXq ^ ove X è una funzione di x; avremo 
Szz/Xqdx:rsqfXdx , e quindi ssiq{y^fXdxyhF.q , 
'^^Xdx^z.F .q • Per eliminar q sì osservi , che siccome 
y-^JIXdx è funzione di q » sarà viceversa q funzione òìy^fXdx^ 
e ^E^zq{j^-^JXdx\^F.q sarà anch'essa funzione di y^^fXdx^ cioè 
zzf\y^^fXdx) sarà l'integrale della proposta. L'istesso si ottien 



ai6 ELEMENTI 

subito dair equazione dz::zq{XdX'^y) ^ dalla quale apparìace, 
che g e z devono esser funzioni di y-^jfXdx • 

159. 

Sia data l'equazione x::zf.{p, q): siccome dtcrpdx-^^dy , 

sarà dyn — — — rfa:= — — frfa?, posto — =y . Quindi si ricava 

ii,(y— .— <-rj?)=r — t-i-3P</r, ove, il primo membro essendo una 
differenziale esatta, dovrà esser tale anche il secondo. Nella 
quantità — ^ si ponga il valor dato di 2 in /? e j^ , o sia in ^ 

ed r, e supposta r costante sia /-^=5; sarà 

/ f-^-*-a?Jr j=z5-HF.r, e quindi y "^rx^S^F.r^ ed 

(dS\ 
^1-4-i^.r, e queste due equazioni rappresenteranno T inte- 
grale della proposta. Si potrebbe anche far* uso dell'equazione 
:^ — — i-Z e posto 3^zzs. ed I^^^zzìR nella ipotesi di s co- 
stante, si troverebbe 1 integrale della proposta essere espresso 
dalle due equazioni a?— -i-jy=:il-«^.J, ed y^^yizì'^f '^ • 

Sia per esempio ssi^q , avremo Szz l^^-^zzqr^ e quindi 

x:=q^Fry y=^^rF.r^F.r. Così pure sarà R=f^--^zrps , e 

perciò y=: — i-T. — , ed a?z=^— ~r. — -4-/, — . Per mostrare, che 
r -^ q -' r ' t-' r -^ r 

queste due soluzioni sono le medesime, si ponga F.rzzrf.— yt sa- 
rà F .r=Lf.^^^f .^ ^ F j^rF jirf .^ ^ fatte le quali sostituzio- 
ni la prima coppia di equazioni si cangia nella seconda. 
Si abbia in secondo luogo 2=^-»^=:^(i-Hr); sarà 

5= /i— — -2^x-i-r)log.5r, e quindi jcsrlog.y-i-JF'.r, 
^ 9 

yzz — h-log. j'— r/^^.r-ni^.r, sia j?=:log. -4-i^.r , 
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X 



:=i-i-r-*-log. '^rF .r-¥'F.r . Ma la proposta equazione si po- 



i-i-r 



tra integrare più semplicemente così: a motivo di azz^^-^p ab« 
biamo dzzzpdx'¥'{z^p)dy , cioè dyzn ^ {dx-^y) ; onde con- 
verrà che sia — funzione di «— j , e perciò log.«--y=;jF'.(^— y) , e 

»=e''[/i(a?— y), poiché se log.^^— y è funzione di :r— y, sarà fun- 
zione della medesima quantità anche e °* ""^i=2e"^. Per ve- 
dere , che la prima soluzione combina con questa, si osservi che 
in quella y— iog.ac=i-i-r— log.(i-w)— rjP.r-i-F.r , ed 
a?— y33— I— r-i-(i-4-r)i'*.rJ?'.r. Onde, siccome y — log.is, ed a?— y 
sono funzioni della medesima variabile r, sarà una di queste 

quantità funzione dell'altra, cioè z=P[/.(:r— y) . 

i6o. 

. Venghiamo ad* integrar l'equazione /?-i-P7=:Z, ove P e Z 
sono funzioni di x e di y. Sostituendo il valore dip nella equa- 
zione dz=pdx'-^dy avremo dzzzZdx-¥^{dy^Pdx) , Sia M il 
moltiplicatore, che rende integrabile la quantità dy^-^Pdx y e 

sia /M(dy'^Pdx)z^ : sarà dziizZdx-^-^dS • Siccome S è una 
funzione data di a? e di y, si potrà esprimere y per x ed S , so- 
stituito il qual valore Z diventi Z\ e dovrà essere Z'dX'^-^dS 

una differenziale esatta j perchè eguale a dz . Quindi avremo 
zz=ifZdx^^F.Sy prendendo S costante nella quantità yZWar. Se 
è data per esempio l'equazione p-^yqz^iX'^'y ^ sarà Pzny ^ 



ZzzX'^ y il moltiplicatore M della quantità dy^^dx è —, ed 
5=log.y— <x. Avremo perciò jsat , Z'— --■-- 



y2'rf«=— -He*"*^, e «=— -M**6y^i?.(iog.y-«), ovvero 






Snpponghiamo adesso , che nella equazione precedente 
j9-4-Pf=sZ sia P funzione di r e di y , e Z fiinzione di x , y , e 2;. 
Tom. IL a8 



dS , e acciò que- 
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Sostituendo il valore di p in dzsspdx^^^dy avremo 
dz^Zdxz=:q{dy'^Pdx)\ e se ikf è il moltiplicatore, che rende 
dy-^Pdx una differeneiale esatta, in modo che sìa 
fm{dy*^Pdx)zzS ^ l'equazione precedente diventerà 

dz^Zdx^z-^S , Essendo S una funzione data di j; e di y, po- 
tremo esprimere y per x eà S, e sostituito questo valore di y sb 
Z diventa Z\ sarà Z' funzione di x^ z^ eà S. Posta S costante 
sia N il moltiplicatore, che rende dz^Z'dx una differenziale 
esatta, e 9Ì9LfN{dz^Z'dx):s:R; sarà jR una funzione di Xy s ed 

5, ed avremo iV(€Ì«-^'^^)=(^y^-*-(^y«=i/?--(^)rf5. 

Sostituendo questo valore di dz^^Z'dx nella eqaaaiene 

dz^Z'djc=^dS otterremo rfiZ=r^^(^) 

sta equazione sussista , converrà che il coefficiente di dS non 
contenga altre variabili che i2 ed 5 , e quindi sarà R funzione 
di 5, cioè ii=jP.5 sarà l'integrale della proposta. Dipende per^ 
tanto r integrale dell' equazione data dalla integrazione delle 
due equazioni dy — Pdxzzio^ e dz^Zdxzno ; poiché se l'integra- 
le della prima ò 5=:a, ove a è una costante, e quello della se- 
conda, dopo di avervi sostituito il valore di y in a: ed a, è 
Rnbf ove i è la coatante portata dalla integrazione , si otterrà 
l'integrale della proposta, se in Rzzb si porrà S in luogo di a , 
e F.S in luogo di b. 

• Sìa per esempio ZrzXz^^Y^ essendo X ed K funzioai di :i; e 
di y, cioè si debba integrare l'equazione lineare p^^PqzzXz-^Y^ 
così chiamata, jperchè in essa « e le sue differenze parziali non 
oltrepassano la prima dimensione. Sia 5=ra l'intégrale dell'equa- 
zione dy^^PdxziOy e sostituendo il valore di y in a? ed a, o pu- 
re in or ed 5 ma riguardando S come costante anpponghiama c^e 
le quantità X ed 1^ diventino X' ed Y, Avremo l'equazione 
dz^X'zdx^Ydx:=scy,A\ cui l' integrale (iS?) è 
^.^J^'àx^j^j^^^fXdx^^^ 

'=zJ^''^^{F.S^fe^f^''^^.Tdx) sarà l'integrale della proposta. 

]6i. 
Questi -sono i principali artifìzj usati dagl' iarcAton di 



D' ALGEBRA P. III. 219 

questo oa]cx>Io i Sigg. Euler e d' Alembert per integrare l'equa* 
zioni a differenze parziali del prim' ordine. Passiamo adesso ad 
altri metodi più generali , ed in primo luogo esponghiamo quel- 
lo del Sig. de la Grange per integrare T equazioni a differenze 
parziali del prim' ordine tra un numero qualunque di variabili, 
nelle quali le differenze parziali son lineari. Sia data in primo 
luogo l'eqiiaaùane 

ove X, Yf e Z son funzioni di ^^ y, e z; L'equazione 
</jR=: {-f^^^'^i'yA^y sostituitovi il valore di (jA diventerà 

Xdz^Zdx^ijA(Xdy^Tdjc)zzo . Per soddisfare a questa equa- 
zione prendiamo (^b— — , ed avremo 

m{XdZ'^Zdx)'^n{Xdy'^Ydx)szo • Siano^ 1» ed n tali , che il pri* 
filo membro di questa «quazione sia una differenziale esatta 
zzdS » e l'equazione Szza soddisfiirà alla proposta. Infatti diffe- 
renziando avremo m{Xdz'^Zd3t)^^^n{Xdy'^Ydx)zso,, e quindi 

('£}—~^': v(^)=^S' *" «o«*»'^"*i questi valori la propo- 
sta X(^ J-i-Ff 2-)^^ ^*venterà identica. Per mostrare come 

si debbano trovare le quantità 1» ed n si formino le due equa- 
zieni 



(^ X,y-r,^o, 



e da esse se ne potranno dedurre altre due integrabili , ciascuna 
delle quali sarà della forma m{Xdz^Zdwy¥>n{Xdy^Ydà)zso . 
Infatti eliminando dall' equaeioni (A) una delle variabili, per 
esempio y, otterremo una equaaione, ohe in generale sarà del 
second' ordine y tra z ed x^ l'integrale della quale conterrà due 
costanti arbitrarie a e &« Si sostituisca il valore di dz dedotto da 
questo integrale nella prima dell'equazioni {A)^ e si avrà un'al- 
tra equazione finita tra z^ x, y y a^ e b. Queste due equazioni 
esprimeranno l'integrale dell'equazioni {A)^ e se da esse elimi- 
neremo a o b, giungeremo aH' equazioni Sz^m, ed /Zs=&. L'e- 
quazione S^:a differenziata ci darà S'dz^^"dx^'"dy=o , e so- 
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^titaendovi il valore di dz preso dalla prìmA ddl' evasioni (^ 

-— -i-5"lfltr-HS"'</;y=o , e siccome deve combiDa- 
re con la seconda dell* equazioni {A) , avremo S'":i3iX , 
^-HS"=--7ir. Similmente l'equazione S'dz^^'dT'^"dy=o 
sostituitovi il valore di dy preso dall'equazione Xdr'^Tdx:so 
prende la forma S'dz^S"^ -^^ Wjczo , e poiché de v' esser d'ac- 
cordo con l'equazione Xdzm^ZdxzzOf sarà S'simX, 
5"-!-— 5p-c3— mZ. Avremo pertanto 5'=DnX» S'":=nX, 

S'^zz^mZ-^Y, e l'equazione 5WzH^"rfa?-HS'Vy=:o sarà della 
forma m{Xdz'^Zdx)'^n{Xdy'^Ydx)zro é È adunque possibile di 
dedurre dall'equazioni {A) altre due equazioni finite Szia , 
R^ y ciascuna delle quali soddisfarà alla proposta • Ma ad essa 
soddisfarà ancora l'equazione S^^^R^Lg^ ovjc c e g son costan* 
ti; poiché anche il differenziale di questa sarà della forma 
m(Xdz^Zdxy¥n{Xdy^Tdx)rzo . L'equazione S^^^Rzzg non é 
che un'integrale particolare della proposta; ma se ne potrà ot- 
tenere l'integrale completo col seguente elegantissimo metodo . 

Facciamo guzFx , e V equazione 5-t-ci2^F.c soddisfarà 
sempre alla proposta » anche nella ipotesi di e variabile, purché 
il termine proveniente dalla variazione di o, o sìa il coefficien- 
te di de adi differenziale di questa equazione sia =;o • Converrà 
dunque che nel caso di e variabile sia JRzzF.c^ e l'int^rale 
della proposta sarà espresso dalle due equazioni S^hcJRzzF.c, ed 
RzzF.Cy e sarà completo, perché conterrà la funzione arbitra- 
ria F. Ora essendo R funzione di e, sarà viceversa e funzione 
di i2, e quindi anche S::z^h:R-4'F.c sarà funzione di R, cioè 
Szz(p,R sarà il cercato integrale completo . Quindi per integrare 

l'equazione ^(^W^f j^)=2? si formino le due equazioni 

Xdz^Zdxzso, 

Xdy-^Ydxizso , 

le quali integrate ci diano l'equazioni finite Sz:m, R^, ove a 

« b son le costanti portate dalla integrazione; e sarà Szz<p.R 

3' integrale completo della proposta . 

Se invece di sostituire nella equazione 
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f — Va:-i- ( j- Vy il valore di LjA vi avessimo posto quello 

di l-T-ji in luogo dell'equazioni (A) avremmo ottenute T equa- 
zioni {B) 

(m Yd7^Zdy=o , 

^ ' YdX'^XdyzzOy 
le quali equivalgono all' equazioni {A). Infatti le seconde sono 
identiche , e l'equazione id^'^Zdyzzo si può mettere sotto la 

forma •y(-3Lrf«— Zrfar)— •^(-X'rfy— Frfa:)=o . Onde niente di più si 

ottiene da questo cangiamento di sostiituzione : e questa riflessio- 
ne si applichi anche alle cose s^^énti . 

Data per esempio l'equazione ^•iT-H-y* l-^pzyz^ , for- 
miamo le due equazioni x^da-^z^dx^zo ^ x^dy^^^dxzzo . La 

seconda integrata ci dà ' ma . onde si ricava y:z , so- 

° xjr ^ ^ 1— -a^r 

stituito il qual valore la prima diventa xdz^^ rfx=:o* e ci 



9 X S 

dà per integrale % r=J ^— , cioè e =iy rimesso y in 



luogo di . Onde e ^=^yF.- — sarà l'integrale della 



proposta . 

Sia data in secondo luogo l'equazione ^(;7~)-*^(;7~Wj • 

avremo 1' equazioni xdir^dx:i:io » xdy^^zdxzso • Mediante la 
somma o la sottrazione di esse otterremo l'equazioni 
xdz'^dx^'^^d^'^stdxszo » xdz^^dx^^xdy'^zdxzzo » 1* integrali 

delle quali sono — ^rza, ir(z— ^)zi&; e quindi l'integrale della 

proposta sarà «-f^y=:xF*:c(«— ^) . 
Passiamo all'equazione 

tra le variabili x, y, u, e z^ ove siano X, Y^ V, ^ Z fun« 
zioni delle medesime variabili. Nell'equazione 
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dz:=z ( j-")^-*- (^"Vy"*" (t"V** «ostitaiamo il valore di (—\ ri- 
cavato dalla proposta , ed avremo 

Xdz^Zdx^(^yXdy^rdx)^(^^{Xdu^rdx)=^ . 

Per soddisfare a questa eqaa2rione facciamo • 

Xde^Zdx=o 
Xdy-^Ydx^zo, 
Xdu^Velxi^o , 
e da queste medlaate T integrazione ricaviamo l'equazioni finite 
Rzza^ S=z^ t T^ y e come sopra dimostreremo, che alla propo- 
sta soddisfa r equazione R^/hoS-^Tsic . Ponghiamo c=:F.(a , b), 
e l'equazione jK-^a5-H&7brF.(a, b) soddisfarà sempre alia pr0« 
posta, anche nella ipotesi di a e i variabili, purché la variazio- 
ne dipendente da a e da ^ sia eguale a zero. Converrà dunque 
òhe sia Sdar^Tdbs:d.F.{a , ò) ; e siccome il secondo membro di 
questa equazione è una differenziale esatta, dovrà esser tale an- 
che il primo, e perciò bisognerà che S e T siano funzioni di a e 
di b, e viceversa che a e b siano funzioni di 5 e di T, Quindi 
anche R^^aS'^T'\'F.{a^ b) sarà funzione di 5 e di T, cioè sa- 
rà Rzzfp.(Sy T) l'integrale completo della proposta. 
Data per esempio l' equazione 

"^tó^^^^^^ldjW^^K^)^"^^^ formiamo l'equazioni 

a?rfz— («-f-j)Jaf=:o 
xdy-^{z^^u)dxzzo 

Da queste si deducono le tre seguenti combinazioni 

xdz^'xdy^^dx'^zdxmo 

xdy-^xdtjh'^udx'^ydxssx} 

'M,àz'¥dy'^4ìd)^^(v^HHt)dwàsio , 
le quali integrate ci tfonno;:p2^j7)dSB»,.a;y-^xkisB|9, ch-i;^ 
e perciò l'integrale completo della. preposta è 
2-^-4-u=: JE^ ' F. ( j?«— J7 j , xy^^xà) . 

Continuando il medesimo discorso vedremo in generale, 
che data l'equazione 



/ 
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qualunque sia il numero delle variabili s, x , y, u, t, e.c.« se 
formeremo T equazioni 

Xdy-'Ydaxzo 

Xdu^Vdos:^Q 

Xdt^Tdxzzo 
ec. 
e mediante T integrazione di esse otterremo l'equaziooi finite 
P=a, F=$, F''=r, P'"=8, ec. sarà P^(p.{F , P\ F'\ ec.) 
r integrale completo dell'equazione proposta. Lia dimostrazione, 
che dà di questo metodo il Sig. d€ h Grp^nge, ò diversa dalla 
nostra; noi abbiamo scelta questa, quantunque meno diretta, 
perchè ha più analogia con le eose seguenti • 

Per dare un'esempio generale, prendiamo ad integrar Te- 
quazione 

ove n è costante. L'equazioni xdz-^nzdsziQ ^ xdy^^dx^o , 

xdu^^udx^o, xdt'^tdx^^o^ ec. integrate ci daranno z^ax^ , 
yzzi^Xf uzzyx, fcrJx, ec. Dunque 1* integrale della proposta sa- 
rà «=»'*F.(— » — , — , «e. J , cioè sarà z una funzione qualun- 
que omogenea di n dimensioni delle yariabili x, y, u, t, ec«, 
come avevamo osservato di sopra, (i i4) 

Dall' equazioni, lineari passiamo a quelle che non lo sono: 
qualunque equazione a differenze parziali del prim' ordine tra le 
variabili x , y^ e z è una equazione finita tra le quantità 
sr , y , 2 , / , e ^ , dalla quale una di queste quantità, per esem- 

Jio q, è determinata per le Altre. Sarà dunque q una funzione 
aia di i», y , >s, er /7v*^fla-;^i)e9tióte si mduee a ^roMare» qual 
funzione di ^^ j, e 2; debba esser jp, perchè l'equazione 
dz^pdx'-^dyìzzo riesca integràbile. Quindi per le condizioni 
d'integrabilità dovrà essere 

E siccome q è una funzione dio?, j, «,/^,ejt» dev'essere una 
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funzione di j?, y, z; se differenziando 1* equazione proposta ab- 
biamo dq'TzAdp'^Bdx-^'Cdy'^Ddz y sarà 

ne precedente si potrà mettere sotto la forma 

Trovato il valore dij9, cioè l'integrale dell'equazione (a), avre- 
mo anche quello di ^y e sostituiti questi l'equazione 
dz'^pdx'^dy^o o da se stessa o mediante un moltiplicatore si 
potrà integrare » e ci darà l'integrale della proposta equazione a 
differenze parziali. 

Ma l'equazione (a) è lineare per rapporto alle . dijBTerenze 

parziali ( ^ j , (^ j , (^ J ; quindi potremo servirci del metodo 

precedente y e formando le tre equazioni 

Adp^B'¥'pD)dx=:o 
( J) Ady'^dx:z:o 
% Ads^(pA^)dx=:o y 
se avremo integrandole tre equazioni finite, ne ricaveremo Y in- 
tegrale completo della equazione (a), e quindi anche quello del- 
la proposta. Non è però necessario d'integrar completamente 
l'equazione (a), ma basta trovare un valore particolare ài p^ il 
quale contenga una costante arbitraria a; poiché siccome con 
questo valore di p l'equazione dz'^pdx'-^dyzzo diventa integra- 
bile , sia ilf il di lei moltiplicatore , e fM(dz^pdx^^dy)^^N^ 
ove N conterrà la costante a^ e alla proposta soddisfarà l'equa- 
zione N^db, Facciamo a variabile » e bnF,ày e l'equazione 
Nz^F.a soddisfarà alla proposta anche in questa ipotési , purché 

sia (--r— ì=i^.d; e quindi l'integrale della proposta sarà espre»- 

so dalle due equazioni N:=:F*a , f -^^iscì^.a^ cioè nascerà dal- 
la eliminazione di a mediante queste due equazioni, e sarà com- 
pleto, perchè conterrà la funzione arbitraria F, 

Per dare alcuni esempj di questo metodo, supponghiamo 
che sia g una funzione di p e e, che chiameremo P , e sia 
dq^rJ^dp-^F'dz. Avremo dunque AtzF, -0=0, D=F', e l'è- 
quazìoni {b) diventeranno . , . ' 
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Fdp^P"pdx=o 

P'dz^{pP'--P)dar=io . 
Sostituiamo nella prima il valore di dx preso dalla terza» ed 
avremo {pP^^^P)dp'^P"pdzzzo • Questa equazione tra le due va- 
riabili p % z integrata ci darà p per z e per una costante a, e 
questo valore particolare di p ci darà il valore completo di z . 
Infatti r equazione dzf^pdx — Pdyzzo divisa per P diventerà 

z^^p ^ ^^y,-,p^ ^ siccome /7 e P son funzioni di «, la quantità 
— ^ — sarà una differenziale esatta » perchè tale è dy* Onde se 
iV=: / — ^ — 9 rintegrale completo nascerà dalla eliminazione 

di a tra le due equazioni N'^^y^^F.a^ e \--—)pzF.a. Sia per un 

caso particolare P^:p^Z ^ essendo Z funzione di z\ T equazione 

. j . a . ,. X dz^^pdx Zdz dx 
USL p e z 01 darà jP=^, © quindi sarà — -^ — =—5 , • 

l'integrale della proposta sarà rappresentato dalle due equazioni 

Sia in secondo luogo una funzione P di /? ed x eguale ad 
una funzione Q di y ed y , avremo ^=( t— 1 : (x) * 

Bzzl-pS : y^ , Z?=:o, e la prima dell' equazioni (J) diventerà 

cioè dPzzx), e Pzza. Quindi si ricaverà il valore dì piti x ed a^ 
e siccome PzzQ, sarà anche Q:=a, e q sarà data per j ed a. Per- 
tanto l'equazione dz^pdx^qdyzno integrata ci darà 
ZF^fpdx^fqdy^ìF .a , e combinando questa con 1' equazione 

— / f J^jrfor— / l-^fdy^F.a ne dedurremo l' integrale com- 
pleto della proposta. Se per esempio x^p^ziryq^ , ponendo 
x^p^zryq^zia^ avremo/y=— , y=:±--r- , e l'integrale comple- 
to sarà espresso dalle due equazioni !i^'-^og.x^^a{/yz:zF.a , 
Tom. IL ag 



226 ELEMENTI 

— log.aripaj/ytrrJF.a . Sarà dunque \og,x^2[/y una funzione di 
a, e viceversa a sarà una funzione di log.j7±:2i/'y; onde an- 
che z=:a(log.:Kdb2|/j)-^F.a sarà una tal funzione, cioè 
z=/(log.j;±a|/y). 

Sia data ia terzo luogo tra/? » g, x ed y una equazione ta- 
le, che X ed y fonnmo insieme in ciascun termine una dimea- 



sione nulla. Facciamo — =2^, e la proposta si cangerà in una 

equazione tra />, jr ed u, dalla quale si ricaverà q^^P , essendo 
. P una funzione dì p ed u. Posto dP:^P'iip'*-P"du sarà AzzP'^ 

(du\ P" 
^1= — , e le due prime equazioni {b) diventeranno 

pn 

Pdp'-¥' — dxno 

Fdy^xzzo. 

pit 

Paragonando i due valori di ^:r avremo dp^ — dyir/o , cioè 

P"dx P"du , , , dx xdu ^ 
dp H =» , perche dym — — . Da questa equazione 

ntt 

si ricava — dxzzudp^^P'du ^ e sostituendo questo valore nella 

prima abbiamo udp-^P'dp'^P^^dirzzudp^HlPzzo ^ la quaVequa- 
zioqe, che è tra/? ed a, integrata ci darà il valoze di p per u ed 
una costante a. Adesso la quantità dz^pdx^dy sostituito il 
valore di dx diventa dz^^pydur^(pu-^P)dy ^ e siccome 
pduszd*p>Uf''Udpczdpti'¥4P ^ essa si cangia in 
dz'^{d.pU'¥^P)'^(pa^P)dy y l'integrale della quale è 
Z'^yfpu^-i'P). Dunque Tintegrale della proposta sarà espresso 

dalle due equazioni Z'^<vp^^P:izF.a , e ""•^(^)-^*("^=^^'* • 



Sia in quarto luogo q=p XYZ , ove X^Y^ Z sono fun- 
zioni respettivamente di Xy di j, e di is. Avremo 

Azznp'^^XYZy B^p'^YZ—^y Dzzp'^XY^ , onde la prima 
e la terza dell'equazioni {b) diventeranno 

ndz^nF^i)pdx^U) . 



V» 
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Se nella prima di qaest* equazioni in luogo di ^-r — dx pon* 



dz 
chiamo il suo valore XdZ ricavato dalla seconda, avremo 



nXZdp^p{ZdX^^XdZy=:o, cioè ÌL^"^^ - ^ 



ed integrando pX Z ^za . Sarà dunque 



p=aX " Z ''"■ , qssisrYZ ''"' , e perciò la quantità 

I T I 

dz^pdx-^dyzzdz-^aX ^Z ^^^ dx^YZ '^^ rfjr ron- 
de T integrale completo della proposta sarà espresso dalle due 



equazioni fZ""^^ dz-^fX "" dx^^'^fYdyz^F.a , 



I 



-./Y ^dx^na^^JTdy=:F.a. 

Si deve al Sig. de la Grange il metodo esposto » per cui una 
equazione qualunque del prim' ordine tra le variabili x^ y^ ^ z 
si riduce ad un'altra, nella quale le differenze parziali sono li- 
neari. Si può consultare una Memoria del Sig. le Gendre tra 
quelle òiàW Accademia delle Scienze di Parigi dell'anno 1787., 
ove egli percorre con diligenza tutti i casi, nei quali l'integra- 
zione può eseguirsi. 

i63. 

Ma senza ricorrere all' equazione {a) per ricavarne il valore 
di p^ basta , per trovar l'integrale completo della proposta, che 
si conosca un valore particolare di 2 , il quale ceotenga tutte 
le variabili della proposta, e due costanti arbitrarie indipenden- 
ti a e ft. Perchè dinerenMndo questo valore di z nella suppo- 
sizione di a e i variabili avremo dt^doC'^^y'^Mda^NM , e 
perchè l'integrale trovato soddisfaccia «Ila proposta anche in 
questa ipotesi, converrà che sia Mda^¥-Ndkso . Ora, acciò que- 
sta equazione sussista, biaognerà che sia ^ una funzione di a e 
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di b, e quindi b una funzione di a. Sia dunque bzzF.a^ e poi- 
ché Mda^Ndhcno f sarà M-^NF.azzo. Per mezzo delle due 
equazioni b^^zF.a^ ed M-^NF.azzo si potrà concepire, che sia- 
no eliminate a t h dalla relazione data tra x,j,2, a,è&, esi 
avrà l'integrale completo con la funzione arbitraria F. 

Generalmente, data una equazione a differenze parziali del 
prim' ordine tra una funzione z, ed un numero qualunque di 
Tarìabili or, y, u, f , ec. ^ se si conoscerà un valore particolare di 
z y il quale contenga tutte le variabili :r, j, u , t, ec. , e tante co* 
stanti arbitrarie a, i, e, «,ec., quante sono queste variabili, ne 
potremo facilmente dedurre l'integrale completo. Poiché diife*» 
renziando nella supposizione di a, &, e, e, ec. variabili avremo 

4^=g57fl?a:-f^rfyH-rJw-wrf^-»-ec. 
H-MrfaH-iVrf4-«-Prfc-HQrfc»+-ec. 
Facciamo orrF.(J, e, e, ec), ed il valore di dz diventerà 
dz:^pdx^^dy'¥rdU'¥^dt'-¥^c. 

e questo valore soddisfarà alla proposta, come nel caso di a, &, 
e p ec^ costanti , purché sia 



<0 



ec. 
Quest'equazioni sono tante di numero, quante sono le quantità 
i, e , e, ec. ; dunque potremo concepixe, che per mezzo di esse 
e di a=:F.(Ì^, e, «, ec.) si eliminino le quantità a, ^, e, ec. ed 
avremo così T integrale completo con la funzione arbitraria F, 
che ha la dovuta generalità . 

Per fare sparire i termini M<ia-i-iW/^-f-ec. , invece di sup- 
porre a=:F.(&, e, «, ec), potevamo far subito iUizio, iVbro , 

Przo, ec. , cioè 1 j-j—o, (-j7-)=o , rj-j=:o,ec. Quest'equazio- 
ni ci daranno i valori di a,* &, e, ec. , e sostituendoli nel valore 
di z avremo una nuova relazione, la quale ancora soddisfarà 
alla proposta equazione. In tal modo non avremo l'integrale 
completo, perché non conterrà una funzione arbitraria; ma se 
I valori di a, i, e, ec. saranno variabili , avremo una soluzione 
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jparti colare della proposta non compresa nell'integrale comple- 
to, appunto come abbiamo veduto succedere nell* equazioni dif- 
ferenziali ordinarie. Si veda su questo soggetto una Memoria del 
Sig. de la Grange nella Storia delV Accademia di Berlino 
deiranno 1774- 

164. 

Passiamo a trattare dell'equazioni a differenze parziali del 
second* ordine. La prima equazione » che si sia presentata ai Geo- 
metri , è la seguente; {j~^)=^"( j-^)> ove a è costante, la qua- 
le serve ad esprimere il moto di una corda in vibrazione: il Sig. 
d' Alembert ne trovò l' integrale nel modo seguente . Posto 
dz^rpdx'^dy, dpca'dx'^hsdy , e dq^:sdx'-¥4dy , quella equazio- 
ne si riduce a ^:=:a'r; e quindi avremo djx^zrdx-t^dy , 
dq^usdx-^ha^rdy f e perciò €utp'Hlq^ar'¥^){dX'^hady) . Converrà 
dunque che sia ar^^^^ ed in conseguenza anche ap^k^ una fun- 
zione di X'^ay. £ se osserviamo, che a può prendersi tanto po- 
sitivamente, che negativamente, avremo le due equazioni 
j-+-ajK=:J^.(xH-ay), e j— <»p=r/^.(ir— ay) ; onde ottenghiamo 

I I 

dz^ipdx-^dyzn — (</ar-4-flrfy)F'.(ar-*-ay)— — (dx''''ady)f .{x^^ay) , 

ed integrando 0= — jP.(ar-i-ay)— — ■/•(^— «y)> o sia pia sempU- 

•emente z=F.(ir-»-«y)-*^.(ar— oy). 

Il Sig. Euler per integrare la medesima equazione introdu- 
ce in luogo di ^ e di y due nuove variabili a e ^ in modo, che 
sia ar^T'iiy , ^zziX'^'Cy. Si ha in tal guisa 

dxì— KdaAdxr wA^/ \dar w/ ' 

(dz\ /dz\/da\ /dz\/d8\ j/dz\ /dz\ 

dx^i^ Kd^r'^u:^)'*' \d^>) ' 

lori la nostra equazione diventa 
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e^i-'^a t ed aerassi arre-i-ay, ^=r— ay, e reqiusione 
VZ^ISÌF^* rintegrale della quale è zizP.a,^/.? , cioè 

Nel caso di a» negativo Tequasioae (j^)-»-^* (^t)^^^ 

avrebbe per integrale ac=:F.(x-hrt;yt/— i)-i^.(a?— ajj/— i), il qua*» 
le perciò comparirebbe sotto una forma immaginaria. Per rìdu ria 

reale si faccia i^.(r--Ha;yp/--j)=r^.(x-wi;y|/--i)-i- -lifÌ^21_L2, 
/.{X'^yl/^i)=p.{»'-ay\/^i)^'^'^'^'^y^''^'^ , e si avrà 

=:^,(x-Hajyj/---i)-4-?>.(jc--/»)|/'--i)-i- ■^.(x-t-a^yl/-" i)«— -- — "^ .{x-ay^/'iì 

la quale è sempre reale, e ci dà l'integrale completo , perchè 
contiene le duefaozioni arbitrarie f^ e ^. 

i65. 



Data l'equazione piìi generale 

(in 



M«> * ^«U •*■•«» ^^BKX^ LrS«« CL^OA^^Jl ««AVi' 

ove At Bf Cy Dj E, e T sono funzioni di a? ed y, la quale si chia- 
ma lineare , perchè tanto z che le differenze parziali non v' en- 
trano che linearmente y potremo ridurla ad una forma più. sem- 
plice , introducendo in essa in luogo di ^ ed y due nuove varia- 
bili a e ff . Avremo adunque 

/£!f \— (^\{^\ * / d^z \ /da\/d^\ 
\dx»)—\da^}\dx} '^^\dadti)\dx)\di) 

(d^z\/dfì\ fl fdz\/d^a\ (dz \/d^ fi\ 

(±l\^(^\(^^\(da\ ^ l^^^\U^^\(àh, (^P\(à^\ l 
\dxayf'^\da»/\dxf\dyr\dad(l/l\dxf\dj/\dx/^^^ 
(^^^\/^\(dl\ (dz\( d^a, \ /dz\/d^\ 
'^Upì\dx)\dyr\daìyéb^r^ > 

leu \— (d^^tàay l d^z \(da\(d^\ 
\ày^n\da^)\dyì ^^ \l^}\dp)\dp) 

-*-V5^/W/ '^\di^ì\dj^r\d§)\d^) • 
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Soetituitì qaesti valori l'equanono proposta prenderà la forma 

ove 9arà 

Posti M e P eguali a zero svaniranno in questa nuova equa- 
2Ìone il primo ed il terzo termine , e T equazioni JlfnOy i^o ci 
daranno i valori di a e di /? per :r ed j. Supponghiamo che k 
e k' siano le due radici dell'equazione k^^Ak'^B::io ^ e per de- 

terminare « e ? avremo (^)=*(^). e @=A'(^' • Inte- 

grando quest'equazioni lineari a differenze parziali otterremo in* 
finiti valori di a e di ^, tra i quali potremo scegliere i più 
semplici. L'equazione data sarà ridotta pertanto alla forma più. 

semplice 

(d^z \ /dz\ i/dz\ 

ove a, b, Cf e t sono funzioni di a e di §• 

166. 

Il Sig. Monge ha applicato all'equazioni del second' ordi- 
ne il met^o del Sig. de la Grange per quelle del primo . Sia 
proposta l'equazione 

ove siano A, B,e C funzioni di a?, y , «, i—j , l—j . Ponendo 

(dz\ /dz\ (d^%\ / d^z \ ./d^z\ 
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dp:nrdx'^sdy ^ dqznsdx-^'tdy y e sostituiti i valori di r e di t pre- 
si da quest'equazioni la proposta diventerà 

dpdy-^ Bdqdx-^Cdxdy^s^dy^ -^Adxdy-^Bdx » )=o . 
Consideriamo le due equazioni 

V^/ dy^^Adxdy'¥'Bdx^=o , 
la seconda delle quali si risolve nelle due dy-^kdxi^o^ 
dy — k'dxzTLo^ ove k e K sono le due radici aell* equazione 
k^ — Ak-^B^LO. Se nella prima ponghiamo kdx in luogo di dy , 
essa diventerà 

kdp-^Bdq^Ckdxrzo . 
Adesso supponghiamOy che nella equazione 

( I ) m{kdp^Bdq'^Ckdx)^^n{dy^kdxzzo 
il primo membro sia una differenziale esatta zzdV; Tequazione 
V^a soddisfarà alla proposta . Infatti differenziando questa avre- 
mo l'equazione (i) , e quindi, secondo che faremo variare o x 
sola o y sola^ le due seguenti 

TO(A:r-i-jEfj-f-CA:)— nA-=zo 

?i Ji Yi Ir 

Da queste si deduce mz -ys^^, t^Zr^-^—^-^s , sostituiti i 

quali valori la proposta diventa 5(-4— -r-— Ari ^o , la quale 

equazione è identica a motivo di k^^-^Ak^^Bzro. Se potremo 
trovare altri due valori di m e àin^ i quali rendano il primo 
membro della equazione (r) una differenziale esatta ^zdU, Te- 
quazione {/:=/? soddisfarà nella medesima maniera alla proposta. 
Di più, presa una CQstante qualunque a, la quantità dV^^adU 
sarà una differenziale esatta , e sarà della medesima forma del 
primo membro della equazione (i) ; dunque alla proposta soddi- 
sfarà ancora l'equazione V^a-U:rx. Ciò è vero se a e e son co- 
stanti; ma anche supponendole variabili^ quella equazione sod- 
disfarà sempre, purché la di lei variazione per rapporto ad 
a e e sia eguale a zero. Converrà dunque che sia in questo ca- 
so Udaisdcy cioè U e e dovranno esser funziobi di a, e vice- 
versa ae e funzioni di U, e quindi V=c^aU sarà funzione di 
{/y cioè VizzF.U . Questa equazione adunque soddisfarà alla 
proposta, e perciò a motivo della funzione arbitraria J^ne sari 
un'iptegrale primo completo • 
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Se coQsideriamo l'altro fattore dy-^k^ dxn^o ^ ne potremo ti- 
rare delle simili conseguenze. E chiaro che questo metodo non 
è generale, perchè dipende dalla integrazione dell' equazioni (^), 
la quale spesso non potrà eseguirsi, giacché esse contengono 
più di tre variabili . Negli esempj seguenti percorreremo i diver- 
si casi 9 che possono incontrarsi . 

Supponghiamo in primo luogo , che nella equazione 

r-i-u4>4-J5fHi-C=:o 
le quantità A, B, e C siano costanti. Delle due equazioni 

dpdy-^Bdqdx-^dxdyzio 

dy^'^Adxdy-^Bdx^zzo 
la seconda si risolverà ne' due fattori i/y— A:^ac=o , dy'^k'dxzzo , 
se chiamiamo A; e A;' le due radici dell'equazione A;"— ^A:-»-B=zo. 
Quindi avremo integrando y'^x:iza, y-^'xzza' y e se prendiamo 
y-^kx^sa, la prima equazione diventerà 

kdp-^Bdq-k-f^kdxzzx) , 
che integrata ci dà kp-^Bq'¥X)kx:=db y e quindi 
kp^^Bq-Ì^kx^zP.(y'^x) sarà uno degl'integrali primi della 
proposta, e da questo potrà (lój) ottenersi l'integrale finito 

»H — ^==Ì^.(y— Aa?)H-/.^y— ja7^=i^.(j— frx)->/.(y-^^ perchò 

lek ^jd • 

Se prendiamo y-^'x:^ , avremo l'altro integrale primo 
k^pm^Bq'^k'xrzf'.{y'^'x) , e da questo similmente potremo de- 
durre l'integrale finito, che troveremo essere l'istesso di prima. 
Oppure sostituendo i valori di jc^ e di ^ , che sono 

_ ^ y.(r— fcF)-/>tr— A^'g) kf.ly^Vxh^k'F'.ir^kx) 
p^^Lx^ j-^jp , e q= 5(ifc-*') 

nella equazione dzsrpdx^^^idy avremo 
rfz=— Cxdx-^ ;fc(tLjfc^) ^^^^"^y^^'(y'^*^) 
~F(iCT)^*'''^'"^^^-^^ ^^ integrando 

z=r-' -^•F.{y—kx)-*^.{y—k'x), come sopra. 

Sia proposta io secondo luogo l'equazione 

Tom. IL 3o 
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Avremo in questo caso ><=r— -^ , J5=r2^ , C=:o , e perciò le du« 
equazioni 

Dalla seconda abbiamo (qdj'^-pdxY^sdz^^io ^ cioè iB=za, e sosti- 

tuito nella prima — ^ — in luogo di dy , essa diventa 

qdp^-'pdqzzo f ed integrata ci Akp^q ^ e quindi /k=^jF.z è uno 
degli integrali primi della proposta. Se all'equazione 

jp^P'-j^^j'zzo moltiplicata per — aggiungiamo l'equazione se- 
conda j^dy-i^Jj; moltiplicata per — avremo 

Z^SJlZS^^ ^ZJÌ.^y:so , ed integrando -^^y=zf.Zi che sarà 

l'altro integrale primo. Dai due ìnt^raii trovati eliminando 

-^otterremo xFj>^'y:s:f^9 che è l' integrale finito della pro- 

posta. 

Sia data in terzo luogo F equazione 

4 

ed avremo le due equazioni 

dpdy^^qdx-^ ~SL^~dxdyzzo 

dy *— </a?«=o . 
La seconda si risolve nelle due dy^^x^o^ dy-^xso, e quindi 
y— x=a, y^rxzdb. Se prendo j— ^rz=a, la prima equazione di- 
venta • 

dp^q'M 

e se da questa sottraggo 

r~--(dy'^dx)zz ^ " .dy— i-H JL dy ottengo 

(ay-^)(rf/l^-dy)-•-(a;^-H2J)dy-hads=o , 
che integrata mi dà (ay— a)(p--jr)-4-a«=:c , e quindi 
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P'^'A =— ^^ — • — ■ è un'integrale primo della proposta. 

Se prendo l'altra equazione y-^^xziJ} ^ la prima diventa 

lagnale non può in alcun modo integrarsi. In questo caso a- 
dunque non abbiamo » che qd solo integrale primo , e la ragione 
dipende dalla forma dell'integrale finito. Per ben comprendere, 
come ciò succeda, si osservi che i due integrali primi ai una da- 
ta equazione a differenze parziali si ricavano dall'integrale fini* 
to, allorché dal valore di 0, e da quei di/? e 9 si elimina o l'nna 
o l'altra delle due funzioni arbitrarie, ed in ciascun caso si ot- 
tiene una equazione finita tra /?, 7, z, :r, y , ed una delle fun- 
zioni arbitrarie. Così essendo z=:F.(jM-3r)-i^.(j>^), che è l'iur 
tegrale finito dell'equazione r— 4£=o, abbiamo 
/?=JF'.(x-i-y)-fr/'.(jE>— y), y=LF.(j?-4-y)--^.(a?— y) , e secondo che 
eliminiamo o l'nna o l'altra delle due funzioni arbitrarie , otten- 
ghiamo i due integrali primi />-4-5C=ai^.(jr-f-y),/?—5C=a/'.(x—y). 
Ma nel cas6 nostro \ integrale finito è 

ove è fcr:a?-i-y, e l'integrale fé dyF.{2y-^b) si deve prende- 
re nella ipotesi di 6 costante. Ciò posto avremo 

%y ay ^y ay 

(3) ^e\.^{^-'0.h^(^^2.)fr^,yF,^,y^q 

ùy ay Sày ^y 
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Adesso da quest'equazioni (i), (2), e (3) si può eliminare la 
funzione f y e si ottiene V integrale precedente 

/^— y— -T- =: -^i-T , ma non si pub in alcun modo eliminare 

l'altra funzione F 9 e questìEi è la ragione , per cui la proposta 
non ha che un solo integrale primo • 

Sia data in quarto luogo V equazione 

r— .^— ^=0 , 

X 

Avremo le due equazioni 

dpdy'^qdx'^—dxdyrzo , 

dy^'^^x^zzOy 
la seconda delle quali ci dà o j— cr^;^, o y'^xz::b. Ma qualun- 
^que si prenda de' due valori di y, o yzia-nr, o yzzb^x ^ la 
prima equazione , che diventa 

dp^yiq^^ — dxr^o , 

X 

non può in alcun modo integrarsi: dunque la proposta non am*- 
mette alcun' integrale primo. Ciò è tanto più singolare, in 
quanto essa ha l'integrale finito 

a=i?'.(y.KP)-i-/(y— ^)-ar[F.(y-Kr)-./.(y-ar)] . Da esso si dedu- 
ce p=^-x\r(y^x)^f{y^x)-\ , 

S=-4^^(y-Kr)--/',(y— a?)]-HÌ^.(j.4^)^/.(y--ar), ma non è pos- 
sibile di eliminare l' una o \ altra funzione arbitraria dai valori 
di 2, /?» e ;. Se però differenziamo questi valori di /i e di 7 
avremo 

dp::z^^x{F'-^f^^x{dy^^^x)F''^x{dy^^x^'' 
dqzz^^x{F'^f'y^(dy^^x)F''^^idy^^x)r 
M^y^x)F'^{dy^Hlx)f' , 

e per mezzo dei valori di p^dp, e dq potremo eliminare Tuna 

o l'altra funzione. Infatti otterremo 

(i) dp^^q^^{dy^x)—'-!kx{dy^^x)f" 

^.^^^^\ gVintegrali primi saranno espressi da due equazioni 
differenziali, le quali però non ammettono integrazione. Si oa- 
•ervi che T equazione (i) non è che la nostra equazione 
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dp^^q^—dxizo j da cui è stata sottratta T equazione dy^nixzzo 
moltiplicata per ^— 2:c/^"; e così pure l'equazione (2) non è clie 
la nostra equazione ^dp^q — ^dxz^o , con cui è stata 8omnìat& 

l'equazione rfy-f-rfa?=30 moltiplicata per ^-^nxF" . 

Quantunque le due equazioni ( i) e (2) non siano separata^ 
ihente integrabili, pure si può da esse ricavare il valore di 
2, cioè l'integrale finito della proposta. Infatti sommandole 
avremo * 

dp^^3ezz^x{dy'^x)f'''-'x{dy^x)F'' , 

X 

e quindi /?=— a:(/'-i-F') . Così pure sottraendo la prima dalla se- 
conda otterremo 

Su 

la quftle sostituito il valore di p diventa 

dqz:z(f'^P')dy^^{dy^^x)f"^x(dy^^x)F'' , 
cioè dq=d.xf"'^.xF''^dy-^x)f'^(dy'^x)P' , e perciò 
q:rzxf"^xF''^f'^F . Sostituendo adesso i valori dì p e di q 
nell'equazione dzrzpdx-^^dy avremo 

dz=zx{dydx)f"^x{dy'^x)F''^y(f^F) , 
o sia dz:=uljxif^^,xF-i\dy^x)f'¥'(dy'¥^x)Fj e perciò 
2C=ar(/' — F)'-¥f'^F . Se dunque potremo conoscere i fattori 

E. — .aa?/^", e — -H2fl?JF^", per i quali sì devono respetti vamen te 

X X 

moltiplicare l'equazioni dy-^xzzOy e dy-¥Ax^.Ot giungeremo 
all'integrale finito, anche quando la proposta propriamente non 
ammette integrali primi . 

167. 

Per una maggior generalità in questa ricerca consideriamo 
l'equazione lineare del second' ordine 

ove Af BfCf D 9E9 e P sono funzioni di j; e di y. Questa, 
introdotte due altre variabili a e ^ in luogo di or e di j, 00- 
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me abbiamo fatto di sopra (i65); potrà ridursi alla forma più. 
semplice 

ove a, by e, e T sodo funzioni di i» e di /?. Se in questa equa- 
zione in luogo di ^^^i'j'rijs) sostituiamo il di lui valore preso 

dall'equazione dprzirdoiM^d^ ^ avremo per determinare uno degl* 
integrali primi della propoeta le due equazioni 

^^' rfa=o . 
Se poi sostituiamo ii valore di s preso dall'equazione 
dqzzzsdo^^^d^ ^ avremo per determinare l'altro integrale primo le 
due equazioni 

' ' dpzzio. 
Le riflessioni^ che faremo sul sistema dell'equazioni (a) potrani 
no applicarsi anche al sistema (^). Ora l'equazione dazso ci dà 
a costante, e l'altra equazione (a) sostituito in luogo di qd^ il 
di lui valore dz^^dm, o sia dz, perchè dazso^ diventa 

dp'^H»pd^'¥ÌdZ'^-^7MÌ^^¥-Td§:so f 
la quale si deve integrare nella ipotesi di « costante. I crilerj 
d'integrabilità ci avvertono, che questa equazione si potrà inte- 
grare , se saràc=2a£-Hf^1; ed in tal caso l'integrale di essa sarà 

e' ^ [p^z)'^fe'^ *^7V^=rcost., e quindi T integrale primo 

della proposta sarà ef'^^\p^)-^fJ^^Td$z=.F.a, dal quale 
potrà facilmente ricavarsi l'integri^ finito 

^^-fbdaU^^fJbda^^^ . 

Se la condizione csa^-f-f-rj) non ha luogo» la prima dell'e- 
quazioni (a) moltiplicata per e-f^ " si potrà porre sotto la ferma 

Facciamo adesso 

(0 



aTremo 
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e ponendo c—ai—l-jn\^m avremo 

e quindi 

(.) mz^7--(^^). 
e differenziando questa equazione per rapporto ad a 

(3) '»/^{^MS)="~(^H(^)~(è)«'- 

Ora se dall'equazioni (i), (a)^ (3) elimineremo p e z, giungere* 
mo air equazione 

T'=i7VfT-V-(-^j— . L'equazione trovata è della medesima 
forma della proposta » e perciò se sari c'=a&'-«-( -^^ j , 

Dal valore di g! si dedurrà mediante l'equazione (s) il valore 
di 2 9 e questo soddisfarà ad una equazione della forma 

djM-apd§''¥Ìdsb^<zd^^Td^'^Nda=o , 
e quindi y per ciò che abbiamo dimostrato di sopra , anche alla 
proposta • 

Ma se l'equazione c^=98&'-«- i-js] t>on ha luogo» facciamo 
e'— ai'— [ ^jr:/»' , e ponendo 

(dz\ 
— 1 , avremo similmente l'equazioni 

ed eliminando da queste tre equazioni z' e p' giungeremo all'è* 
quazione 
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vremo 

e trovato il valore di z'' l'equazione (2') ci darà quello di £% e 
l'equazione (a) il valore di 2, cioè 1* integrale della proposta. Se 

poi non è c"=a&''-«-(-^) , continueremo il calcolo nella mede- 
sima maniera, e ne dedurremo altri casi d'integrabilità. Appli- 
cando il medesimo ragionamento al sist<^nia dell'equazioni {b) 
giungeremo a resultati simili ; ma senza rifare il calcolo basta 
cangiare nel precedente aìn ^ ^ aìn b^ e p in a , * 

Questo metodo , che è presso a poco quello del Sig. de la 
Place, sembra molto particolare , in quanto non c'insegna ad 
integrar la proposta che in alcuni casi . Ma il Sig. de la Place ha 
dimostrato, che questi casi sono ì soli, ne' quali l'equazione 
proposta ammette un'integrale completo in termini» finiti. Sa- 
rebbe troppo lungo l'entrare ne'dettaglj di questa dimostrazio- 
ne, che si potrà vedere nelle Memorie deW Accademia delle 
Scienze di Parigi dell'anno 1773. 

Ripigliamo r equazione considerata di sopra 

ed introducendo in luogo di rr ed y le variabili a=:y-Kr, ^^isy^^x 
ridurremo questa equazione alla forma 

( d^z \ I (dz \ l_(fi^ \_ 

\d^r i^Kd^jr i;z^\d§r^ ' 

ove sarà 0= tp, te:— j, c=:o, Tzzo; e siccome 1 equa- 



zione c=aÌH-l^ì non ha luogo, porremo 

(0 /-^»=»' 



■z'=o 
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ed avremo ot=j g— , e quindi 

ed eliminando/? e z otterremo l'equazione 

ove V:=, ' A , c'=j — ^, e perciò la condizione ^'^^^'-^-l^g) 
ha luogo . Avremo pertanto 

_ f ^^ { C ^^ f ^^ 

z'=e J '^H/.^^fJ'^ J ""-^daF^a 

cioè z'=^f.^^^Aa^?)^dar\c^M^^^^ 

-.aFoH-j^F.a, e quindi «==-/./?-.2z£/^.j9^a./?)F.a.ai?'.«, 

il quale integrale combina con l'altro trovato precedentemente. 
Supponghiamo adesso , che nella equazione 

(£?H(^H(^MsMI) . 

A ^ B /C ^ D y tA E siano costanti. L'equazioni 

(SH (^) ' ©=*'(f ) ^'^^^ '*'''''** *' •*'°*' *^'**"*' ' '"■ 

tegrate ci daranno ar=(j>.(y-^'x), ^=:'*'.(j-i-A:'a?); onde noi potre- 
mo fare-a=j-f-A:ar, ^zzy-^k'x. Quindi avremo 

iV==2A:A;'-H^(A-4-A;')-HaJJ=4^*"-^* > (perchè essendo k e k' radici 
dell'equazione A;>-Hi4A;-f-^=?o abbiamo A:-»-A;'=i—- ^^ e M*'=J3) » 

QpzLCk-^Dy RzzCk'-^D. Onde ponendo ^=Td— Ta » *^I5— 77» 
"^45=3^ ' ^=45^11 otterremo l'equazione 

ove i coefficienti a, b, e e son costanti. Avremo pertanto 
m^zc^'^y V^zhy c^zzc y w'=c— aJ, e così pure m"^zc-^ab y ec. , 
e quindi la proposta si potrà integrare nel solo caso di e — ahzzo ; 
Tom. II. 3i 
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perchè questa equazione di condizione si mantiene la medesi- 
ma, anche quando si cangia a in b, 9 viceveEsa. Nel caso di 
cr=a5 l'integrale della proposta sarà 

-*«(/.^^/e**-**^[Fa-/e'*Vrf/?I</a), o più semplicemente 
-*7.<f^-*^J'.«-«-**-«^>« **</«/« «^^I-rf^. L'aquazio- 

ne czzab sostituiti i valori diventa 

E{4B^A^)=C^kkf'^D(M')^D^=C(BC^AD)^D^ , e que- 
sto è l'unico caso 9 in cui la proposta ammetta un'integrale in 
termini finiti . 

Sia data finalmente 1* equazione 

ove -4=0 , J5=— (Aj:-f-g) , C=o , J5=:o , Tzzo , ed A e ^ costan- 
ti. Dovremo prima (i65) determinare a e ^ dalle due equazio- 

"• (^H**-^^"(è) ' * (i)=-(A*-^)"(f) »•' p^*™"°p"°- 

dere arw^i—^ , e /?=y— W— ^ • Sarà dunque 

. ,. Q nh n ^ R^ n 

qumi^-. ^(4,^^^)"-^-' "" a(«-Hi)(«^)^ "^ ir"a(«H-i)(i*-/?j" 

Se pertanto facciamo -j r=<»> otterremo T equazione 

ove a è una quantità «ostante. Eliminiamo z, e f^j dalle tre 
equazioni 

\aa/ ar^ 



«a— a /dz\ a , 

ed avremo l'equazione 



z 
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ove V e e' son costanti. Continuando il calcolo nella medesima 
forma giungeremo dopo varie operazioni all'equazione 

ove aS^' , Ir' , e e'*' son costanti « e alla seguente 

Ma l'equazione {B) nasce dall'equazione {A), se si elimina 
, e (-^) dalle tre equazioni 



.(o.(0-oUU(^) i/iz<-\ . (0? /i!f!!ii\ a(^)/rf,(^^ .±i!L(^i) 

e siccome fatta ì' eliminasàoDe ai ottiene l'equazione 

paragonando questa forma coli' equazione {B) avremo 

a(^')=a<'). 4('*')=ì(^)h.^. c<'*-»)=:c(')^(')^« . La prima 

di quest'equazioni ci avverte^ che a^ * è in tutte la medesima;' 

dunque aS '^ui. La seconda ci dà A*èr ^z^2, e quindi 

&' 'zn^i"^, ove la costante C si deve determinare in modo» che 

sia b^ 'iza quando i=o; dunque C^:2a^ e b^ ^=:2i-4-a. Finalmen- 

te 1 equazione c^ '<=c^ '-i-a^ 'h-p^ ^ ci darà A.c^ ^ :=2x-H2a , 

e perciò c^*'=:i(i— i)-Haai-4-C', ove la coartante C si deve prender 

tale» che sia c^^'^ zio, quando <=:o; sarà perciò C:=o, e 

c^ ':=i(i— i)-f-afl5. Ora si osservi 9 che T equazione di condizìo* 
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ne, perchè la proposta sia integrabile , è c^ '— a^ ^ b^ '-f-i'^'izo . 
Questa sostituiti i valori diventa a*— o— i— i*=:o, e ci^dà 
a:=u-Hi y ed az^^; e quindi la proposta è integrabile tutte le 
volte, che a è un numero intero positivo o negativo. E siccome 

a^z^. r. dovrà ne' medesimi casi essere ti un numero della 

forma — , qualunque numero intero positivo o negativo 



si prenda per a* 

Se fosse proposta l'equazione 

pye A e B son funzioni dì p e dì jr, cioè di /^ì e di (5^), non 

vi si potrebbe applicare il metodo del Sig. de la Place^ il quale 
suppone che A e B siano funzioni di j; e di j. Il Sig. le Gendre 
ha insegnato a ridurre l'equazione proposta ad una tal forma. 
Siccome dzzzpdx^^dy^ sarà ancora dz:zui,{px'^y)'^xdp^^dq ; 
e perciò 9 se riguardiamo x ed y come funzioni dì p e dì q ^ sarà 
xdp^dq una differenziale esatta , che faremo m/o ; e conosciu- 
ta Q avremo jcszIt-I, ysrl-^ Ì, e «=ya?-i-yy — o . Cerchiamo per- 
tanto di ridurre l'equazione aata tra le variabili o ^ p 9 e 9 , ed 
avremo (5^^ F=(^)> '^ 9P^^ valore suppone y costante, e per 



conseguenza 



Ma è altresì 

e sostituito in questa equazione il valore di dq preso dall'equa- 



zione 
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rà dunque (7-^)== (^'^ì^ — • Similmente si troverà 

dfdq/ /d^z\ \dp^/ 



/ d^z \_ \apaqf /d^z\ \ap^/ .^ ,. . , . , 

(d^pr ^~ ' \dF^r "^ ' ^ sostituiti questi valori la 

proposta diventerà 

cioè sarà una equazione lineare tra le variabili 9 ^ p^ q , e vi si 
potrà applicare il metodo precedente. 

169. 

Se 1* equazioni non saranno lineari per rapporto alle diffe- 
renze parziali del second' ordine , non si potrà generalmente, co- 
me nell'equazioni del prim^ordine, ridurre la loro integrazione 
a quella di una equazione lineare. Vi è però un caso, che am- 
mette questa riduzione, l'evoluzione del quale si deve al Sig. le 
Gendre . Supponghiamo che nella equazione data non vi siano 
che le differenze parziali del second' ordine r ^ s , t ^ cioè che 
aia r=:F.s( s ^ t) , e che questa equazione differenziata ci dia 
drzzAdS'^Bdtf ove A e B sono funzioni cognite di 5 e ^. Sic- 
come dp:zu^dx'¥^dyz:zd,(rx'¥^y)'^xdr'^ds ^ e 
dq'^zsdx'¥'tdyzzul.{sx'^tyy-^xds'^dt ^ le quantità xdr-^yds j ed 
xdS'^ydt dovranno essere differenziali esatte . Consideriamo per- 
tanto X ed y come funzioni di j e ^ , e facciamo xdS'^dtzzdo; 

avremo «=(^) , y=(^) . La quantità xdr^ds sostituito il 

valore di dr diventa {Ax'^)dS'^Bxdt , e siccome è una differen^ 

«ale esatta , dovrà essere ( ' . ' j = (— ^ — ì , dalla quale a 

motivo di f-^j=r(^ì si deduce T equazione 

^ (srr*" (5*")^^(5r) * Sostituendo in questa i valori di ^ e di 
y avremo 

che è una equazione lineare tra le variabili t , s , ed o. 
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Conosciuto il valore di o avremo a7=:f-^j , J^^l jt) > 

qzrisx'^ty^-^ , e pzzrx^j^j'^fitjcdr'^^di) , ove la quantità sotto 
il segno è integrabile . Sarà ancora zzrpX'¥^y'^{xdp'^ydq) 

TX * ty * 
:z:pX'¥^y-^f{rxdX'¥^xdy-^^dx'^ydy)rzpX'-^y'-^ — ^^sxy^^ 

'^'-f{x^dr'^2xydS'^^dt). La quantità sotto il segno, «e vi si 
sostituisce il valore di dr diventa {x* A'¥'5bxy)dS'^(x^B'¥y^)dt ^ 
e se si riflette che (^) = (^ , © = (f ) ' «^ 

A (■j")"»"("^)=^("J"/> " troverà che è una differenziale esat- 
ta. Avremo adunque le tre variabili Xy y , e z espresse per s^ e 
t., cioè rintegrale della proposta. 

170. 

Questi sono i metodi principali, che sono stati dai Geome- 
tri ritrovati per Tintegrazione dell'equazioni a differenze parzia- 
li del primo e del second' ordine • I medesimi si possono applica- 
re all'equazioni di un'ordine superiore, ma perdono molto tanto 
dal lato della generalità che della semplicità . Sopra di che si 
può consultare una Memoria del Sig. le Gendre tra quelle 
àtW Accademia delle Scienze di Parigi dell'anno 1787. Due so- 
li casi ammettono una generale evoluzione, qualunque sia l'or- 
dine dell'equazione, con l'esposizione de' quali porremo fine al 
presente Capitolo • 

Sia dunque proposta l' equazione 

yW \"-'dyf \x'^dy'f \dy''^ 

ove i coefficienti A, B ...N sono costanti, e P è funzione di x 
•d y. Ponghiamo 

ove A\ B*... M' sono costanti , ed X una funnone di a? ed j . 
Differenziando questa equazione prima per rapporto ad x poi 
per rapporto ad y avremo 
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Paragoniamo con la proposta l'equazione (i) — (2).a, a essendo 
costante 9 ed avremo 

poi per determinare i coefRcienti A' , B' , ec. troveremo 

A'—a=zJ 
B-aA'rzB 



M'-aL'=i 

Di qui rìcaTeremo 

A'=ia -t-A 
B'=za'-t-Aa^B 



n—i A n— a n n-*3 



« l'eqaaBÌone '■'-aM'^iN ci daià 

(A) a^^Aa*~^-t-Ba"'~^....-t.Ma-*-N=o, 
e qnindi sarà a uoa radice di qaesta equazione . 

Per integrare l'eqiMzione ( ■r-V- a(^j^PdobbiaDio(i6i) 

formare le due equazioni 

dX=Pdx 

rfr-wkteiio, 
e siccome la seconda ci dà j-t-aoTZicost: , conviene sostituire 
nella prima questo valore di y, lo che si riduce ad integrar la 
prima supponendo y-H>^ costante* Sarà dunque XzzfPdx, pur- 
ché questo integrale si prenda nella ipotesi di y-k-^x costante, 
e vi si dovrà aggjIUngere una funzione arbitraria di y-^^x» 



a48 ELEMENTI 

Abbiamo adanqae determinato l' integrale primo della pro- 
posta ^ .-^ 

Per passare ali* integrale secondo della proposta, o sia all'inte- 
grale primo dell'equazione precedente , facciamo 

ed usando un metodo simile troveremo 

a! essendo costante , 

ec. 
e per determinare a! 1* equazione 

a''*~'^.^'a'''-VB'a'"~* . . . . -HilTrro . 
Questa equazione ha le medesime radici, che l'equazione {^A)y 
eccettuata quella , che abbiamo già contemplata : infatti molti- 
plicandola per a'— *a avremo 

la quale sostituiti i valori di Jl^ B\ ec. diventa affatto simile 
all'equazione (A). Sarà dunque X^zzfXdx^ purché si prenda 
questo integrale nella ipotesi di y^^x costante, ove a' è una ra- 
dice dell'equazione {A) diversa da quella considerata di sopra. 
Quindi sostitujBndo il valor trovato di X avremo X^zzif^Pdx^ , 
purché si faccia una integrazione nella ipotesi di y-k-ax costan- 
te, e l'altra nella ipotesi di y-k'OÌx costante. 

Così pure, se chiamiamo X** il secondo membro dell'inte- 
grale terzo, troveremo X"^:fX*dx supponendo costante nella 
integrazione y-#-a"a7, ove a" è un'altra radice dell'equazione 
(-^); e perciò -3L"=/'*Prfx» supponendo costante nelle tre inte- 
grazioni una volta y-t-aor, una volta y'¥^alx ^ ed un'altra volta 
y-k'ci^x. Proseguendo il medesimo ragionamento vedremo^ che 
l'integrale finito della proposta sarà 
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purché facciamo nelle integrazioni una dopo 1* altra costanti le 
quantità y^^axy y^^x^ y-»-a"ar, ec. , ove a, a', ec. sono le n 
radici della equazione {A). A questo integrale però, afiìbchè sia 
compltto, converrà aggiungere le n funzioni arbitrarie 

^(r-Mix)^f (y.«i'x)-H^"(yH-a"a:) .... -H^^'*"' ' ^(y^^^^ ' )x) , 
le quali sono portate dalle integrazioni. 

N^el caso che alcune delle radici a^ a\ ec. siano eguali, la 
forma di queste funzioni sarà un poco diversa. Per ritrovarla, 
sia generalmente o la differenza tra a ed «', e svolgendo pel 

teorema di Taylor in serie ^(y-f-o-M^.x) , e facendo per più sem- 
plicità j<4-aa7=£i, in luogo delle prime due funzioni avremo 

, de' o»ara d^ó' ©«jp* d^é' 

^ du sk du^ a.ò au* 

o sia, ponendo f.w-^\u:ziF.Uf ed o-^z^F.u , 

„ -, ox^ dP o^x* d^P 

Fm^xF'm^ 5 — H — 3- -^-- -f-ec. 

a du SL.6 du^ 

Ma quando le due radici a ed a' sono eguali, è o=o; dunque 

in tal caso in luogo delle due prime funzioni convien prendere 

le due seguenti i^(y-Harc)-Kr-P(y-i-ajp) . 

Essendo a'zira^ sia o la differenza di a ed a", ed invece del- 



le tre funzioni Jl[j-*^x)-i-xl^(y-WMp)H-gj"(y-w»-f-».a:) avremo , 
ponendo , come sopra , 






du a du^ a.d du* 

oppure, facendo Fm-^ \u::zf.Uy i^.ii-*-o -j— =y^.a, — ■j-Y-==r'.w, 



f.u^xf.u^-f.u^^-^^-j^^^c. . 

la qnal quantità si riduce ai tre primi termini, quando cero;. 
dunque questi termini devono usarsi in luogo delle tre prime 
funzioni, quando le tre radici a» a', a" sono eguali. Facilmente 
apparisce qual forma debba adoprarsi , quando il numero delle 
radici eguali è maggiore . 

Se nel primo membro della equazione precedente ponghia- 

mo z=:«^ '^y , essendo^ e q costanti, questo primo membro 
Tom. II. 3a 
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a^bo 



diviso per e^ "^^ ci darà la quantità 



la quale » essendo omogenea per rapporto a. p e q ^ è risolubile 
in fattori della forma /'h-^ . Più generalmente si potrà sempre 
integrare qualunque equazione lineare con i coefficienti costanti 
nel primo membro, quando la quantità , in cui si cangia questo 

primo membro per la sostituzione zzze^ '^^ sarà risolubile in 
fattori di primo grado. Per mostrar ciò consideriamo l'equazione 

ove i coefficienti A^ B. ».E sono costanti, e P è funzione di x 
e di j , e supponghiamo che la quantità 

p^^Apq-^Bq^-i^p-^Dq-^E 
sia risolubile ne' due fattori p-^^^^é , p^a'q^' . È chiaro che 
la proposta si potrà porre sotto la forma seguente 

Quindi se facciamo 
essa diventerà 

e ci darà (i6i) X^ize fé Pdx , purché si prenda questo iute* 
graie nella ipotesi di y— ^oj; costante , Similmente dalla equazio- 

— A'x Vx 
ne (a) otterremo sere- fé Xdx ^ supponendo nella integra- 
zione j'^x costante,^ e questo sarà l'integrale della proposta • 
Facilmente apparisce , che il medesimo metodo può appli- 
carsi all'equazioni degli ordini superiori al secondo, le quali si 
trovi^no in simili circostanze, come pure all'equazioni tra un 
un più gran numero di variabili, nelle quali si verificano le 
medesime condizioni. 
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Sia adesso proposta l'equazione di un'ordine qualunque 

•♦" ce» 

ove T è funzione di ^ ed y , ed ^, J3, C, 17, ec. sono quantità 

costanti y o funzioni di — . Se'cliiamiamo m^n^p yq ^ec, quelle 

y 

quantità , che son respettivatuiinte moltiplicate per B,CyD,E ,ec, 

d^m\ /dm\ /dn\ /da\ 

y=iri^j-+iyf^J— 3p, ec. In luogo delle variabili a: ed y intro- 



duciamo le variabiir f=z— , ed tt=j, ed avremo 



xu/ d»x \ xu/ d»z \ /dz\ /d*z\ /dx\ ^/d»z\ 

7(ÀiÀry(A^)^w-^teM5;i>=" te) • 

= TVsa^r- T(5=i*r"*^ter^' teH"* te) 

=fi' (tt) > y=^* (^r*) » ®^* Sostituendo questi valori, sicco- 
me non abbiamo che le differènze parziali prese per rapporto ad 
u , potremo considerare t come costante, ed avremo l'equazione 
a differenze ordinarie 

la qoiale sappiamo completamente integrare (14?) • Trovato l'in** 
tegrale, in luogo delle postanti arbitrarie vi porremo altrettante 

funzioni di / o sia di —, ed avremo così Y integrale della pro- 
posta • 
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CAPITOLO IX. 

Di qMll^ equazioni , che non soddisfanno ai criterj 

d* integrabilità . 

171. 

jAillorchè una equazione diflPerenziale non soddisfa alle condi- 
zioni d'integrabilità, abbiamo veduto che non esiste una equa- 
zione di un'ordine inferiore» che vi soddisfaccia, e ne sia Tinte* 
graie completo. Non è però vero, che tali equazioni siano ih ge- 
nerale assurde ed impossibili, ma sono tali solo nella ipotesi , 
che-tutte le variabili fuorché una siano tra loro indipendenti . 
Ma se supporremo , che tra le variabili esista qualche relazione 
indipendentemente dalla equazione data, vi sarà una equazione 
di un'ordine inferiore, che combinata con le relazioni supposte 
tra le variabili soddisfarà alla proposta. Data per esempio una 
equazione differenziale tra le tre variabili op, y, z, se essa sod- 
dìsfii alle condizioni d'integrabilità, si potrà integrare nella ipo- 
tesi che le variabili x^edy siano tra loro indipendenti, e Tin- 
tegrale riferito alla Geometria esprimerà una superfìcie curva . 
Se poi ì criterj d'integrabilità non sono soddisfatti, la proposta 
non potrà sussistere, allorché le variabili :r ed j si riguardano 
come tra di loro indipendenti , e non rappresenterà alcuna su- 

fierfìcie . Ma se ponghiamo, che le variabili x ed y dipendano 
'una dall'altra, e prendiamo una equazione qualunque tra or 
edy, la proposta combinata con questa sarà integrabile , e l'in- 
tegrale vi soddisfarà, se insieme con esso avrà luogo Tequazione 
assunta tra :r ed j. In questo caso adunque la proposta non rap- 
presenterà una superficie curva, ma una curva di doppia curva- 
tura espressa dalle due equazioni precedenti: e la curva di dop- 
pia curvatura risolverà il problema in questo caso, come nell'al- 
tro lo risolveva la superficie curva. Questa osservazione impor- 
tante è stata fatta per la prima volta dal Sig. Monge, 

Per meglio dilucidare questa teorìa consideriamo le due 
equazioni 

dz-^MdX'^Ndyzzx) 



(«) 



dZ'^PdX'¥'Qdy:=:o , 
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oveì coefficienti sono funzioni delle tre variabili x^ y^ e z. 
Quantunque in ciascuna di quest'equazioni le condizioni d'in^- 
tegrabilità non siano soddisfatte , pure considerate insieme sono 
reali y e ci danno il valore di z e di y in x. Poiché eliminando 
da esse una delle variabili , per esempio z y avremo una equazio- 
ne tra y ed x, che integrata ci dà il valóre di y espresso per x , 
e sostituendo questo valore di y in una delle proposte ottenghia- 
mo una equazione tra z ed x, dalla integrazione della quale ri- 
caviamo il valore di z in x. \ 

Se fosse data una sola dell'equazioni (a) ^ questa da per se 
non ci darebbe alcuna relazione tra le variabili x^y^ez, poiché 
due di esse non possono esser tra loro indipendenti a motivo dei 
criterj d'integrabilità non soddisfatti^ ma dovrebbe combinarsi 
con un* altra equazione. Questa seconda equazione non essendo 
data, il problema, in cui si cerca l'integrale della prima ^ sarà 
in certa maniera indeterminato , è potrà prendersi per seconda 
equazione quella, che più ci piacerà. Ma poiché l'oggetto di 
questa seconda equazione è di stabilire col mezzo di essa un rap- 
porto tra due delle variabili , per esempio tra x ed y , potremo 
subito supporre che essa sia in generale y:r:F.x\ essendo F.x 
una funzione qualunque arbitraria di x. Sostituito questo va- 
lore di y nella proposta, essa diventerà un'equazione tra due 
sole variabili, ed espiimerà un rapporto reale tra ìe ed ^: e que- 
sto rapporto tra z ed x espresso in termini finiti, e combinato 
coir equazione yzzF.x sarà l'integrale della proposta. L'inte- 
grale pertanto di una equazione tra tre variabili , nella quale le 
condizioni d' integrabilità non sono soddisfatte, ò contenuto ìu 
due equazioni, che devono aver luogo nel medesimo tempo , e 
quest'equazioni contengono una funzione arbitraria. 

Sia data per esempio l'equazione non integrabile da se sola 
dz^uiydx-^dy f ove a e h sono quantità costanti: facciamo 
y=zFxy e sostituendo questo valore avremo 
dzzzadxF.X'^dxF\xj, ed integrando zzzaF.x^F.x . Quindi 
r integrale della proposta è compreso nelle due equazioni 
zzmF.x-^bF.Xy ed yzizF.x . Infatti sostituendo questo valore 
nella proposta avremo adxF.x^dxF'.xzuaydx-^dy^ la qual' 
equazione è identica a motivo di ymF ,x^ e dy:zzdxF\.x . Se 
vogliamo trasferire queste cose alla Geometria, e consideriamo 
X 9 y 9 e z come le tre coordinate di 'una superficie curva ^ le 



» 
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due equazioni zzzaF.x-^F .x ^ ed yzzF.x esprìmeranno due 
/curve, una situata nel piano delle z edx, l'altra nel piano del- 
le X ed j. Queste due curve saranno le projezioni di una curva 
di doppia curvatura y i punti della quale soddisfaranno a quel 
problema, che ci ha condotti all'equazione proposta , perchè 
questi punti sono determinati dalle due equazioni y che conside- 
rate insieme soddisfanno all'equazione proposta , e ne formano 
l'integrale. Siccome F.x è arbitraria, infinite saranno le curve 
di doppia curvatura che soddisfanno; e ciò doveva succedere in 
un problema indeterminato, in cui possiamo prendere una equa- 
zione ad arbitrio, la quale secondochè diversamente si assume , 
diverso ne deve nascere rinterrale delle due equazioni insieme 
combinate. Tutte però le soluzioni particolari sono conaprese 
nelle due equazioni trovate, le quali hanno perciò il carattere 
d'integrale completo. 

Il problema deir equazione precedente potrebbe enunciarsi 
cosi: trovare una curva di d!oppia curvatura, in cui sia 

-T-zzay^— , Questa enunciazione ci fi vedere che il problema 

è indeterminato; poiché una curva di doppia curvatura è deter- 

éjm UY 

minata, quando sono dati i rapporti j~ » * "/"• O^* questo pro- 
blema dandoci il primo rapporto p?r il secondo , lascia questo 
fùenaniente al nostro arbitrio , e perciò possiamo supporlo qua- 
unque. Se invece si proponesse di trovare una superficie, in 

cui fosse -T-=:ay-4-£-j^ , questa sola equazione basterebbe allora 

per determinare il problema ; ma l' equazione di condizione non 
soddisfatta ci avverte che una tal superficie non esiste. 

172. 

Quantunque posta j=:F.:r, l'equazione differenziale tra tre 
variabili si riduca ad esser tra due sole , e perciò capace d' inte- 
grazione con i metodi ordinarj; pure questa integrazione sarà 
per Ip più assai difficile, e la difficoltà in gran parte nascerà 
dalla funzione arbitraria F.x, che yi si è introdotta. Quindi per 
ottenere l'integrale in termini finiti converrà ricorrere ad altri 
artifizj. Data l'equazione Adz-^Bdx-^Cdyzzo non integrabile da 
se sola, siccome possiamo prenderne un'altra ad arbitrio , che 



I 
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abbia luogo insieme con ]ei, prendiamo una equazione qualun- 
que Miza^ ove sia M una funzione determinata di rr e di j, ed 
a una costante arbitraria. Per mezzo di questa equazione etite i^ 
niamo dalla proposta una delle variabili , ed il di lei integrale 
sia allora Ni^ib, essendo b la costante introdotta dalla integra- 
zione . Le due equazioni Mzta y iV=r& considerate insieme sod- 
disfaranno alla proposta, e né saranno perciò un'integrale parti- 
colare. Quindi sostituiti nella proposta i valori di dz e di dy ri- 
cavati da quest'equazioni, essa diventerà identica. Se adesso 
sfipponghiamo a e i variabili, la proposta sostituendovi i valóri 
di dz e di dy non sarà più identica, ma rièscirà della forma 
mda-^ndb:^o. ^j^apciamo b:^P.a^ e questa equazione ci d^rà 
m-4-fii^.a^o, e quindi alla proposta soddisfanno l'equazioni 
Mzi^a , N::rb , anche quai^do a e i son variabili^ purch% abbia 
luogo Tequazione m-^nF .orzo . L'integrale pertanto della pro- 
posta sarà espresso dalle tre equazioni M'zza^ JSfznF.a, 
m-H/i/^.o:=o , cioè eliminata* a dalle due equazioni NzidP.-M^^ 
m-^nF .]y[=o . •• i: • .'^ ." i 

Prendiamo per esempio requaziohè'*yrfy-f.yrfÌ7-*-àrrf;Kr:o , la* 
quale non soddisfa alla condizione d* integrabilità. Pónghi amo'* 
xH-^yzra, e sostituendo il valóre di \37^ nella proposta avremo 
Jz=o, cioè 2=i^.a. Facendo adesso a variabile; e sostituendo 



nella equazìorle data i yalori di dx e dì dz prèsi dall'equazioni 
ic-Hj=fl, e 2:rzF.a troveremo y'jhxF.ti±zd': 'Qiihiéì rftì'tegralé 
della proposta è espresso Salle due equazioni j^jP.(jr-Hy) , ed 
y-f-5r^(aPH-y):r:o . - 

Ponghiamo jp— ;yr=a, ed avremo a3rrfy-+-(j-f-a)rfzi=:o , cioè 
ay— 2alog.(j-i-a)-f-«=F.a. Qaindi una dell'equazioni integrali 
sarà z-Hay— a(a:— y)log.a:r=i^.(a>-^), e l'altra si troverà 
ao?— y-«-2:tlog .if-KT jF*. (!r— j)r=o . 

Ponghiamo xznay , e sostituito questo valore di x la propo-^ 
sta diventerà (i-ha)^y-f-a/f2=o, cioè aa-f-(i-M»)yz=P.a. Facendo* 
variare a troveremo z-zzF*a\ onde le due equazioni integrali 

della proposta saranno a?(aH-^)-f-y*=:jF. — , e zsrJF,— . Assu* 

mendo altr'equazioni tra ^ ed y troveremo lo stesso integrale 
espresso in infinite forme diverse. 

Se nella equazione Mz=.a noi facciamo M^:zx ^ o =:j, o 
=12» il nostro metodo si ridurrà ad integrar la proposta nella 
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ipotesi, che una delle quantità x^ y, z sia costante. Se Vinte- 
graie della proposta è in questa supposizione NzzAy sarà N^zF.x 
(se per esempio x è stata supposta costatite) una dell'equazioni 
integrali, e l'altra si dedurrà dal paragone del differenziale di 
N^'FnX^zo preso nella ipotesi , che anche la x varj, con la pro- 
posta. Questo metodo è quel medesimo che si suole adoprare 
per l'equazioni da loro sole integrabili, se non chela seconda 
equazione serve allora a determinare la funzione arbitraria. 

Ma qualunque sia M, se il differenziale dell'equazione 
N:s,F,M 91 paragona con la proposta , ne nascerà l'altra equa- 
zione (/7M-nP.a)^a=o, cioè, poiché azzM ^ 

(/»-♦-« P.M)(-j-jrfa:-*-(/»-*-?iF.M)f-Y-Hyr:o, e perciò nella e- 

qnazione, che se ne otterrà» anderanno a zero i coefficienti di 
dx e ài dy , Quindi si deduce un'altro metodo per l'integrazione 
di questa specie d'equazioni. Ponghiamo che una dell'equazio-* 
ni integrali di Adz^^Bdx^^dy^zo sia una relazione tra x, y^ 
è Zf che differenziata ci dia dz^idx-^-qdy . Sostituendo questo 
valore di dz. nella proposta avremo (Ap^^B)dx'¥-{Aq'^)dy^o , 
e siccome devono svanire i coefficienti di dx e di dy , avremo 
^/»«4-Bz=o, Aq'¥f)zzOf .le quali due equazioni a differenze par- 
ziali dovranno aver luogo insieme. Quindi integrata una di es- 
se, o uns^ che da ambedue dipenda, sarà questa una dell'equa- 
eioni integrali cercate^, e l'altra nascerà dal paragone della pri- 
2na con quella dell'equazioni ^/^4-B=o, Aq-^CziiOy che non è 
stata contemplata , o con una qualunque di esse, se ambedue 
sono state considerate • 

173. 

Può succedere che l'equazioni, le quali formano l'integra- 
le della proposta, sian tali, che dato un valore determinato alla 
funzione arbitraria in esse contenuta si riducano ad una sola. 
In questo caso avremo un'integrale della proposta espresso in 
ima sola equazione , ma questo sarà particolare senza alcuna co- 
ntante arbitraria, perchè per ipotesi la proposta non è suscettibi* 
le d' integrale completo espresso in una sola equazione • Così da- 
ta r equazione 

di cui l'integrale è formato dalle due equazioni 
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it». 



è chiaro che posta F.yzzy queste due equazioni si riducona aU& 
medesima zz^X'^y , la quale da se sola soddisfa alla proposta . 
Ed ecco spiegata T origine di quelle soluzioni particolari ^ che al- 
cune volte si trovano soddisfare all'equazioni da loro stesse non 
integrabili y e che vengoùo indicate dai criterj d'integrabilità. 
Poiché è evidente ohe esse hanno luogo, quando le due equa« 
zioni componenti Tintegrale completo possono ridursi ad una, 
e sono perciò comprese neir integrale completo. La medesima 
osservazione si applichi anche alle cose seguenti . 

174. 

Passiamo air equazioni tra quattro variabili, e data l'equa- 
zione Adu^Bdz^Cdy^^DdxzTG , che non soddisfaccia ai crite- 
rj d'integrabilità, ponghiamo M::za, Nzdb^ ove siano M ed N 
due funzioni determinate di x^y^ez^edaeb costanti. Da 
quest'equazioni ricavato il valore di z e di y in ^ si sostitui- 
sca nella proposta , ed essa diventerà una equazione tra due sole 
variabili u ed a? , che integrata ci darà Pzzc . L' equazioni 
ilf==a, iVi=6, e Pizc prese insieme soddisfanno alla proposta, e 
perciò sostituiti i valori dì du, dz^ e dy ricavati da esse nella 
proposta, la rendono identica. Ciò è vero quando a, &, e e son 
costanti; ma se son riguardate come variabili, la sostituzione 
dei valori di dfu , J«, e dy non renderà più identica la proposta, 
ma ci darà una equazione della forma mdC'^^da^^pdbzzo • Fao 
ciamo c^F\a > i), e questa equazione diventerà 

I ^l'T"')'*"'^ po-^ I ^\-Jl p'P p^o . Quindi alla proposta soddi- 
sfarà l'equazione PzzF.(M, iV)» purché con essa abbian luogo 

anche 1* equazioni '^(71^)-+-''^=^^ j '"("5/^)"*"^~^ • 

Se noi facciamo Mzzx , ed N:^y, questo metodo si ridurla 
ad integrar la proposta nella ipotesi di :r e di y costanti, ed a 
completar poi V integrale con una funzione arbitraria di rr ed j . 
Le altre due equazioni si ricaveranno dal paragone del difFeren— 
siale della prima con la proposta, posti :=:o i coefficienti di dx 
e di dy dopo l' eliminazione di du e di dz , 

Tom, IL 35 
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Avremo adunque tre equazioni tra a?, y, z^ u, ed una fun- 
zione jPdi due variabili x ed y. Per mezzo di esse potremo eli- 
minare z ed u, ed otterremo una equazione a differenze parziali 
tra Xyy-y ed F. L'integrale di queata ddarà il valore di 2^, e 
la sostituzione di esso nelle tre equazioni integrali le ridurrà a 
due^ sole, perchè due qualunque di esse comporteranno la terza. 

Sia data per esempio V equazione 

xdU'^dz^^xdX'^dyrizo . 
Integrando nella ipotesi di ^ ed j. costanti avremo 
xu^k-yznF.(x^y)j e dal paragone del differenziale di queata 

equazione con la proposta ne dedurremo zM-or^f-j-K 

flH-^yc=f-j- 1. Dunque l'integrale della proposta è espresso dalle 

tre equazioni 

xu-^yzzzF.ix , y) 




=(f) 



Diei ^uest'eqùafeioidi eliminiamo u e «, ed avremo l'equa- 
zione a differenze parziali ^(-j- j-^y (g- )=F-#-J7«-fiy» . L' inte- 

MI 

graie di questa equazione ci darà i^z=a;*-fr-j>-4-:r^.— ; il qual va- 



lore di F se si sostituisce nelle tre eqtiazioni integrali , esse di* 
venteranno 

X 

* •* .» X 

. — -♦•— .— 

y y y 

Poste due qualunque di esse ne segue necessariamente la terza: 
quindi due di esse esprimono l'integrate della proposta • 

175. 

Se l'equazionfe data sarà tra oinqn« variabili r , w, a, y , 
ed x^ poste x^y^ez costanti il di iei integrale conterrà una 



\ 
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fViDtfione arbitraria J^ delle tre variabili x^ y^ e s. Col metodo 
precedente 8i troveranno le altre equazioni, che devono aver 
luogo insieme con questa per esprimere l'integrale della propo- 
sta. Per mefloo di q ireste quattro equazioni eliminando r eà u 
avremo due equazioni a differenze parziali tra x, y, z, ed 2^. 
Integrata una di esse , o una che da ambedue dipenda , avremo 
il valore di inespresso per un'altra funzione arbitraria 4^ , e la 
sostituzione del valore di F nelle quattro equazioni integrali le 
ridurrà a tre sole 9 perchè tre qualunque di esse comporteranno 
la quarta. Ciò è vero in generale » perchè je eliminate r ed u da 
queste tre ultime equazioni ne risultasse una equazione a diffe- 
renze parziali, nella quale non avessero luogo ph0 le yarìabili 
della funzione ^ , questa equazione potrebbe integrarsi , e le tre 
equazioni integrali per la sostituzione del valore di <p si ridur- 
rebbero a due sole . 

Sia proposta V equazione 
xydr'-¥-y^da^^dx^xy'^ii)dz'-^{yih¥Wi^^xz)dys:o . 
Facilmente troveremo le quattro equazioni 

xr^^u=zF.(x , y ^ %) 



""V^te) 



'—^(f) 



=(S) 



le quali esprimono l' integrale della proposta • Dalle due ultime 
eliminando u abbiamo ("j")"*"^ j"p^^? e quindi 

F=z<pix^^\ e sostituito questo valore di F le quattro prece- 
denti equazioni diventeranno le tre seguenti 

~\dx) 



rcr-»-^ 



— ^1). 



perchè la marta ^è la medesima che la teuza. Per vedere se si 
possono ridurre .a due, eliminìamonie r ed tf» ed avreuio 
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^g^-^(^^=^. Facciamo ^=m, in modo che ^.^x, ^0 di- 
venga ?».(*, m), e poiché (g)=(^)(^)=i.(^) , l'equa- 

zione trovata diventerà ^3^)"" ,(5^)^^ f ^^^^ 

xf— W/n*(-j^)=:^ . Siccome in questa non si trovano che le 
quantità se ed m contenute nella funsione ^ , essa potrà int»* 

grarsi , e ci darà ^rzxV.(ìog.x^--\zzx'¥.hog.x 1 . Se adesso 

sostituiamo nelle tre equazioni integrali questo valore di ^ 



avremo 



xr'^!J=x'<¥.\log.X'^j^ 



ove la terza dipende dalle due prime • Dunque due di esse for- 
mano l'integrale della proposta. 

Si può concludeie dalle cose precedenti , che l'equazioni di 
questa forma tra tre o quattro variabili , le quali non soddisfan- 
no alle condizioni d* integrabilità , ammettono un integrais 
espresso in due equazioni , che devono aver luogo nel medesimo 
tempo. Se poi il numero delle variabili sarà maggiore di quat- 
tro» l'integrale dell'equazioni sarà generalmente espresso in 
tant' equazioni simultanee 9 quanto è il numero delle variabili 
diminuito di due unità » quantunque spesso possa essere espresso 
in un numero minore d' equazioni • 

176. 

Fin qui abbiamo considerate queir equazioni del prim' or- 
dine, nelle quali i differenziali son lineari: passiamo adesso a 
quelle, che contengono i differenziali elevati ad una potenza 
maggior dell'unità. Abbiamo veduto (i34) » che quest'equazio- 
ni non ammettono un'integrale espresso in una sola equazione, 
fuorché nel caso , che siano riducibili ad un' altra forma , nella 
quale i differenziali siano lineari. Cosi l'equazione 
dz^:=ia^{dx*'¥^y^) non sarà da se sola integrabile^ perchè me- 
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diante T estrazione della radice quadrata non si può ridurre alla 
forma dzirqxix-^dy . Pure se in questa equazione ponghiamo y 
eguale ad una funzione qualunque arbitraria di x^ essa divente- 
rà una equazione tra due sole yariabili » e perciò capace da se 
sola d'integrazione. L'integrale pertanto di quest'equazioni tra 
tre variabili sarà espresso dal sistema di due equazioni simulta^ 
nee, le quali comprenderanno una funzione arbitraria , e per 
trovare quest'integrale si potranno usare i medeaimi artifizj, dei 
quali ci siamo serviti precedentemente. 
JPrendiamo per esempio l'equazione 

e supponendo x costante avremo dgzsbdy , ed integrandi 
zzzby'^F.x . Differenziamo questa equazione facendo variare 
anche x, e paragooandone il resultato con la proposta avrem» 

^dxdyF.X'¥4x^{F.xYzza^dx^ , cioè aW^rr-r?; — — rfj?jP.a?,ed 

♦ mX 

P dx 
integrando %hyzza^ l-^s^-^F.x . Dunque V integrale della pro^ 

posta sarà espresso dalle due equazioni simultanee 

viriby^F^x 

^ Sia data in secondo luogo l'equazione 

Posta X costante questa equazione ci darà zdmdy\/{a^'~^^') , 
ed integrando avremo— |/(aa—«»)=y-t.i5^.d?. Differenziamo que- 
sta equazione facendo variare anche x » e paragonandone il r^ 
sultato con la proposta troveremo l' equazione 

^dyF.X'^xF'.x^zidXf cioè integrando ^y^F.xzz As^, e que- 



sta equazione combinata coiraltray-fr-JF'.jrH^/^(a>-z*)r::o formerà 
r integrale della proposta. Si legga una Memoria del Sig. Mon- 
gè tra quelle àeVÌ Accademia delle Scienze di Parigi dell'anno 
I784-9 ove si troverà un metodo elegantissimo per esprimere 
sotto un'altra forma l'integrale di questa sorte d'equazioni . 

177. 

Consideriamo adesso l'equazioni del second' ordine tra tre 
▼ariabili ^yy^z^ìt quali non soddìs&nno alle condizioni d'in- 
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tegrabiliti, to siti in esse «apposta i/x costante. E chiaro cho po- 
sta yrzF.x qaest'equaaioni si ridurranno ad essere tra due sole 
variabili, e perciò capaci d'integràsione. L'integrale primo di 
èsse, io qualunque modo si trovi , sarà dlinque. composto di due 
equazioni, le quali conterranno una funsione arbitraria. Trova- 
te queste due equazioni tra le variabili x ^ y^ z ^ hi ricerca 
deir integrale finito «i ridurrà ai metodi ordinar] . Poiché (171) , 
qualunque siano quest'equazioni o integrabili da esse sole o nò , 
esse ci daranno z eày espresse per x in quantità finite , e qae* 
sta seconda integrazione non introdurrà alcuna nuova funzione 
arbitraria indipendente dalla prima. Pertanto l'integrale finito 
di quest'equazioni del seoond'.ordine sarà espresso, in due equa- 
zioni, le quali conterranno una funzione arbitraria. 
Sia proposta'per esempio l'equazione 

dyd^Zr-dsid^y^^xdx^dyr^o • 
Facendo x costante e dividendo per dy^ avremo 

-^ — j-j ^=0 , ed integrando '•^^ziF.x . Differenziamo que- 
sta equazione facendo variare anche la :r , e paragonandone il 
resultato con la proposta avremo xdxzsdyF>x . Quindi l'inte- 
grale primo della proposta è rappresentato dalie due equazioni 

dzrzdyF .X 

xdx^sdyF •x • % 

i *xdjc 
La seiconda integrata ci dà jrr/-^jj — , e sostituendo il valore 

di y nella prima ed integrando avremo «=: / — j^— ^ — . Pertanto 

l'integrale finito é espresso dalle due equazioni 

*xdxF*x^ 



■=p 



F.x 

Prendiamo perseoond'esempio requazicme 
xzd*ss^xyd'^yi4'-xdz^-»h<vdy^''*^dad • 

Posta X costante questa equazione divisa per x diventa 
zd^z-^d^y-^dz^-Miy^zso 9 e quindi abbiamo integrando 
zdz^dy^idxF ,x . Differenziamo questa equazione , e parago- 
naddone il resultato con la proposta ottetr^tmo 
yzdz^y*dyH^x{u¥y)dx-^^dxF',x:so . Quindi l'integrale pri- 
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mo cklla proposta è espreaso dalle due equasioni simultanee 

y«rf«-4-y*rfyH-j:(f**-y)rfj?4-jprfd?-F',a^::50 . 
Per passare adesso all'integrale finito osservo , che sostituito il 
Talore di d% ricavato dalla prima equazione nella seconda, spa- 
uriscono da questa i differeBzialiy e diventa 
yFx'^x{i'^)'^xf*' .xszo • Inoltre la prima equazione integrata 
ci dà z>-4-;y>:=aF.^ : quindi V integrale ^nito della proposta è , 
espresso dalle due equazioni 

y(jc-*-jF'.ar)-wF(i-#-i^'.a?)=30 . 
In questa* seconda equazione svanirà la j, se farò F.X'^^ffszOf 



o sia i^.:r=s— — -^a, ma questa medesima supposizione dando- 



mi F'.x-^izzo toglie di mezzo la ^eeonda eqiia2àoue. Rimane ì^ 
sola equazione z>-4-y*-4-^*=3a, cbe soddisfa alla proposta: dun- 
que essa ammette un'integrale espresso da una sola equazione , 
ma questo integrale è particolare , perchè contiene una sola co- 
stante . 

178. 

Abbiamo fin qui supposta dx costante; consideriamo ades- 
so quell'equazioni, nelle quali niuno elemento sia supposto co- 
stante. Data l'equazione del second' ordine 

Pd^x^d^yM^Mdy^'^dxdy'^Tdx^zzo 
tra le variabili x ed y, nella quale niun differenziale primo si 
pone costante y stabiliscono generalmente i Geometri, che que- 
sta equazione è assurda , cioè non significa niente, e non ammet- 
te integrale completo , che quando PdX'^Qdy^o è una equazio- 
ne identica . Se poi T equazione Pdx'^U^dyizo non essendo iden- 
tica soddi^ però alla proposta, ne è un integrale, ma partico- 
lare , perchè non contiene alcuna costante arbitraria • Pure 
vedremo adesso, che quella equazione è sempre reale, ed Hm- 
mette un integrale, alcune volte espresso in una sola equazione, 
per lo più in due. L'errore -di crederla assurda è nato dal sup- 
porre , che siccome nella equazione differenziale non vi sono che 
le variabili x ed y, così le medesime sole variabili debbano 
aver luogo nell'integrale. Eppure è ovvio il caso, in cui non 
avendo luogo nell'equazione difièrenziale che la sola variabile 
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y y neirintegrale però entra ancora un'altra variabile x, che 
vien dalla differenziazione eliminata. Perchè se Y e P sono due 
funzioni di j, data l'equazione Pd^Y:=x> si pone* che abbia Ino* 
go in essa un'altra variabile x, di cui il differenziale primo sia 
costante, e si trova l'integrale primo di quella equazione essere 
dY^utdx , e l'integrale finito Yzzax^^. Così se sarà data l'equa- 
zione Md{Pdx''¥^cly)zr:Oy ove M ^ P^Q son funzioni di ar ed y, 
e nel differenziare la quantità Pdx^^^Qdy ninno elemento si 
suppone costante, avrà luogo nel problema che ha condotto a 
quella equazione, un'altra variabile u, di cui il differenziale 
primo sarà costante. Quindi l'integrale primo della proposta sa- 
rà PdX'^'Qdy^iadii^ ove a è una costante arbitraria . Per passa- 
le all'integrale finito con vien notare due casi; i.^ se Pdx^Qdy 
è una differenziale esatta, avremo integrando di nuovo 
/{Pdx^Qdy):ziaiM^9 ed in questo caso soddisfarà al problema 
una superficie; a.^ se Pdx'^Qdy non è una differenziale esat- 
ta, sia N il fattore, che la rende tale , ed allora l'integrale fini«» 
to della proposta sarà espresso dalle due equazioni 
/N(PdX'hQdy):=F.u , aN^:iFu , cioè soddisfarà al problema 
una curva di doppia curvatura. 

L'istesso avrà luogo nell'equazioni della forma MdPzso , 
ove P è una funzione differenziale del prim' ordine^ qualunque 
aia il numero delle variabili in essa contenute. L'integrale prì-^ 
mo sarà PrzadUy e l'integrale finito sarà eapresso da una o più: 
equazioni , che si troveranno con i metodi esposti di sopra. Sia 
data per esempio l'equazione: 

y*zd*z-^^dz^'^dxdy'^xyd^y'^xdy*'^^dxdz-¥-y^zd^x=x> . 
Dividendola per y^ troveremo il suo integrale primo essere 

Siccome questa equazione non soddisfa ai criter} d' iotegrabilità, 
il suo integrale (174) ^^^ rappresentato dalle tre equazioni 

«•-t-axlog.y:=F.(« , u) 




La terza ci dà F^:%au^^.x^ e sostituito questo valore di F nel- 
le altre due esse diventeraana 
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dlog. j-*-AJS=^' .:r , 

e formeranno l'integrale finito completo della precedente equa- 
zione del seeond'ordìue, 

Cooaidertamo adesso l'equazione generale 

e se essa non sarà riducibile alla forma Md{Pdx'¥-Qdy)':zo , le 
due equazioni, che ne formano Tintegrale primo , si troveranno 
nel modo seguente. Facciamo N[PdX'^^dy)izduF.u ^ e differen- 
ziando questa equazione nella ipotesi di du costante paragonia- 
mone il resultato con la proposta; ed avremo 
dxd.NP-hdyd.NQ^N{Rdy''^hSdxdy^Tdx^)=du^F.u,e quin- 
di le due equazioni 

N(Pdx-hQdy)=duF.u 

dxd.NP'^d.NQ-'N{Rdy^-^dxdy'^Tdx^)z=ulu* Fm 

formeranno l'integrale primo della proposta. La ricerca dell'in- 
tegrale finito dipenderà dai metodi ordinar]; ma qui si osservi , 
che la quantità N è pienamente rilasciata al nostro arbitrio, e 
perciò possiamo prenderla in modo da render facile questa se- 
conda integrazione. Prendiamo dunque per JV il fattore, che 
rende la quantità Pdx-^^dy una differenziale esatta, e in tal 
guisa si otterrà l'integrale della prima equazione. 
Sia data per esempio l'equazione 

Prendendo JV= — troveremo che l'integrale primo della propo- 

sta si esprìme con le due equazioni 

xdx'^dy:^uF.u 



^^ ^-dx^=du'F'M . 



La prima di quest'equazioni integrata ci dà «^-f»y>:=aF.tf , e so- 
stituito questo valore di x*-Hy' nella seconda easa diventa 

"^ — dx^isdu^F'Mf cioè — •^d4à\ X „ ^ , e quindi 

log.jcr/rfiify^ j, / ; . Pertanto l'integrale finito della pro- 
posta sarà espresso dalle due equazioni 

Tom. II. 34 
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Se facciamo 2Ì^.in=a> , la prima equazione diventa x^-^^^za^. 



e la seconda =~ dx*^:du^P\u ci dà similmente 



-r"-i-y*=:a* : dunque la proposta ammette un'integrale partico- 
lare espresso dalla sola equazione ^>-f-y>=:a' . 



CAPITOLO X. 

DelP equazioni a differenze finite. 

179. 

i^ì dice equazione a differenze finite quella» nella quale soa 
contenute le variabili » e le loro differenze finite. Il Sig. de la 
Grange è il primo, il quale si sia occupato in questa sorte di 




ferenze di y di qualunque ordine si possono esprimere per mez- 
zo delle quantità v, y', y'\ ec; cosi l'equazioni a differenze fi- 
nite tra le variabili a? ed j si potranno ridurre ad una forma, 
che contenga a?, y, e le quantità y'y y", y'", ec. Noi ci raggire- 
remo particolarmente sul? equazioni lineari , perchè queste sono 
di maggiore utilità, e le sole nelle quali i Geometri si sono con 
qualche successo esercitati • 

Sia dunque proposta l'equazione ^y— By— X, ove Aj B ^ 
ed X son funzioni di j?, e la differenza nnita di x è in qualun- 
que modo variabile. Facciamo yzze^t^ ove uet son due nuove 
variabili , e la proposta prenderà la forma 

(Ae^-^Be" jt'^Be'^^ AtzzX. Ponghiamo z=o la quantità 
moltiplicata per t , ed avremo per determinare u e t le due 

equazioni A-^Be =ro, e — jBe ^=zX . Dalla prima Ricavia- 
mo Aic=log.-g y ed integrando i»&log.-^ » e sostituendo questo 
valore nella seconda abbiamo 



•1)- 
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t^zc^^^e .-^ , e quindi y^ie t 

^c ic— OSe •"ni » ^ *'*» perchè 

2.log. 5r=S.log,^H-log.^ , 
2.1og.;g( -S.log.-^ 

Si cerchi per esempio il n amero delle permutazioni , che si 
possono fare con x lettere. Se chiamiamo y il numero delle per- 
mutazioni per X lettere, ed y quello per x-4-1 lettere, è chiaro 
che trovate tutte le prime permutazioni avremo tutte le secon- 
de, se nelle prime porremo la nuova lettera o nel primo, o nel 
secondo, o nel terzo ec. , o nelF ultimo posto . E siccome questi 
posti sono or-i-i , avremo perciò y=i(x-i-i)j. Integrando adunque 

otterremo y^Lce ' ^'^ \ e questo valore di y ci darà il nu- 
mero cercato delle permutazioni , dopo che avremo determinata 
la costante e. Ma prima si osservi che £.log.(jc:-i-]) è eguale al- 
la somma, della .serie log.i-f-log.a-f*log.3 . . • .-i-log.jp , cioò 

=ilog.i.d.3.4« ... a?, e quindi e ' ©•v^'*" ^zzi.s^.3....x. Sa- 
rà dunque y^c.i,^. , . . x; e poiché si ha una sola permutazio- 
ne, quando a?=ri , sarà czr:i , ed ;yc=il2.3. • . . rr . 

Generalmente nel caso dì Aj:=:i, l'integrale dell'equazione 
Ar^^':zzXy cve A rappresenta una funzione data di x, può 

rappresentarsi cosìj 

^ 1 % ^-iL a.a^...a\ 

1 a X 

180. , . 

L'equazione precedente si può sempre integrare, qualun- 
que siala differenza di :r; ma in generale bisogna tener conto 
di questa differenza, la quale può esser costante o variabile se- 
condo qualunque legge . E siccome il caso della differenza co- 
stante è il più semplice di tutti , ognun vede che molto si acqui*- 
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alerà, se a questo si ridurranno tatti gli altri casi infiniti delle 
differenze variabili . Sia data una equazione qualunque Mzzo 
tra le variabili j? edy, e la differenza finita di x sia ^.x-^x ^ 
ove col segno ^.x indico qualunque funzione di x • Si faccia 
xzn ad una funzione p di is, e questa funzione p si deter- 
mini in modo , che quando x varia di ^.x-^x, la z nella funzio- 
ne p varj dell* unità. Avremo dunque ^.jr=^ , e siccome 

^.xzzipp f otterremo l'equazione a differenze finite e costanti 
p zz4p • L' integrale di questa equazione ci darà il valore 
di p zzx 9 onde potremo dedurre il valore di z per x . Se ades- 
so neir equazione data facciamo xz:p , j diventerà una fun- 
zione di z cke chiameremo t , e dppo questa sostituzione se 

M diventa Mi , avremo l'equazione ilfjzro tra le variabili z 

e t y ove la diffarsnza di z è costante eguale all'unità. Sia 
z 

t zzP l'integrale dì, questa equazione, ed avremo per l'integra- 
le della proposta y^szP, se in P porremo in luogo di z il suo Vft« 
loie dato per x. 

Per maggiore schiarimento supponghìamo-cher'eqnazione 
Mz^o sia lineare^ cioè della forma 

ove ^, B, Cj ec, ed X siano funzioni di x. Se Ai^Bi^ Ci, ec, 
Xj.sono i valori di u^, jS, Cj ec, X, quando in luogo di :r vi 
si pone/7 , l'equazione Mizzo sarà della forma 

A I t-^Bì t'-i-C 1 ^"-♦-ec.zz^ I , 

Adesso trovato l'integrale tzzP avremo yzzP , se in P sostituire- 
mo X in luogo ài p .Si osservi che mediante questa sosti- 
tuzione le quantità Ai 9 Bj , Ci, ec. ed ^i ritorneranno ad es- 
sere A, B, C,ec. , ed X . Quindi non occorrerà far da princi- 
pio alcuna sostituzione in A , B, ec, purché si osiservi nel de- 
corso della integrazione di non fare intorno a queste quantità 
alcuna integrazione, la quale potesse mescolarle con altre quan- 
tità, che porta l'integrazione. Poi nella quantità P si troveran- 
no intatte queste quantità,, e la sostituzione del ralore di z do* 
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vrl farsi nelle quantità^ che ha portate l'ìntegniEione. Le ope- 
razioni per altro Balle quantità A^B^ec, le qoali ituplicano 
la diffèreosa o la somala, dovranno eseguirsi secondo il sistema 
di differenza variabile, che regna nella proposta. Ecco pertanto 
a qual cosa si riduce questo metodo: s'integri la proposta, come 
se la differenza di x fosse =:z , avvertendo di n<)n eseguite ma 
accennare soltanto le operazioni sulle quantità A^ B, ec., poi 
lasciate intatte queste quantità si ponga da per tutto in luogo di 
X il valore di z ricavato dall* equazione x:=^ • 

Tutto adunque dipende dal trovare nn valore particolare 
di p , che soddisfaccia all' equazione p =9^*/i , V integra- 
zione della quale supera in generale le forze dell'Analisi. Noi 
accenneremo varj casi, ne' quali questa integrazione può ese- 
guirsi . 

Sia <p.x:^aX'¥Ìi ove a e b son quantità costanti, ed avre- 
mo p ^zap -4-6. e facilmente troveremo (170) 



Ca — J a — ft 



pjzz = , se facciamo C^i . Sarà duna 



uè 



«'— ^ log.f^^g— i)y] 

a^i ' log.a 

Se ^.xzzax , avremo p zsap , e ponendo 

q q mq -f-i 

p :::za ^otterremo a ^'^^ zza , e prendendo i logaritmi 

q :=mq -i-i . Questa integrata d dà ^ = , e quin- 

Ci»'— r 



di abbiamo p ^:xzza ^* e prendendo i logaritmi 

z 

!!!kll^^i, o più «n.plic«mente 
log.in 

log.[log.iM>(iit-> i)log.g] ^log.log.^''^^' 



log.m log«i7» 
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Sia (p.xzzjr/ia-^x^ , ed avremo /^^^j=«-HJp^ , dalla 
quale posta /i'*=f si deduce q^^^=a^q^. Questa integra- 

ta ci dà 9 =^~ ' ® quindi p^zzxzzC/-^^ ; onde si ricar 

ny» V »« . . 1 .^ . logia: (4— i)-»^] 

Yft a: (i— i)4-«=ft , e presi i logaritmi «= ^ ^ — ' • 

Sia aJa;=a?*— a , ed avremo /^^^,=g>^*— ^ > « facondo 

* J55-4-J •• jj? 

p =g ^— otterremo y ,-*- — i— =y*-i--T-, alla qual'equa- 

r 
none possiamo soddisfare ponendo y.^. ,^^ « • S** y«^^^ » ^ 



avremo r =ar , ed r =Ca^ ; quindi sarà g' =e , • 

Z^^J. z z ^ 

p z:2xz:ze -♦-« =acos.a posto C^zj/— i , e perciò 

X 

log.Àrc.cos. — 

A =iArc.cos. — , e jks: -— • 

^ log.a 

Agli accennati potremmo aggiungere molti altri casi, ne*qua- 
li può integrarsi l'equazione p ^zzfp.p ; ma anche senza que- 
sta integrazione troveremo il valore di z , che deve sostituirsi in 
luogo di X. Infatti se xzzip , viceversa sarà jsczj^ , essendo q 

una funzione di a?, e siccome ^.arzip , avremo jeh-i=9^ _. 
e quindi 1=7. —7 , cioè q zzzzzS^i^ prendendo questa som- 

(DmX X X 

ma nel sistema della data differenza variabile. Fatta dunque 
l'integrazione dell'equazione data, come -se la differenza di x 
fosse l'unità, convien dopo sostituire neir integrale £1 in luogo 
di x^ avendo però riguarao alle altre avvertenze di sopra accen- 
nate. Siccome pertanto l'equazioni a differenze variabili si pos- 
sono ridurre ad altre, nelle quali le differenze son costanti, nel- 
le ricerche seguenti supporremo sempre che la differenza di x 
sia eguale all' unità • 
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j8i. 

Sia data adunque da integrarsi l'equazione dell'ordine n 

Ay^By^kJCy" ^iVy^'* W, 

i coefficienti della quale sono funzioni di x . Moltiplicllìamola 
per una funzione P di ^ ^ e ponghiamo che il di lei integrale sia 

(i) PiAiy^Biy^^if ^Jlf ij^'^^^)=S.J:P. 

Prendendo la differenza di questa equazione, che ò 

^P{Aiy^Bfy^kJCif -♦-Mi/'^'^) 

e paragonandola con la proposta avremo per determinar Ai y 
Bif ec. l'equazioni 

Atzz^A e Mi'F=NP 

pr 



oioè 



ec. 

P' 

P • 

pi pii 

Ci=-C-B'~A"j- 






onde , siccome Mi 'P'zzNP , avremo per determinar P 1* equa- 
zione 

(a) NP^M'F^L'P"^K'"P' . . . . ^A^^^P^^^=o . 
Se conosceremo n— i valori particolari di P, avremo n— i equa- 
zioni della forma dell'equazione (i), dalle quali eliminando 

y" > y'" 3'"^y giungeremo ad una equazione della forma 
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Ry-^y'i^iX'^ la quale integrata ci darà il valor completo di y . 
E qui applicando il ragionamento usato di sopra (i45) trovere- 
mo , che la proposta si può completamente integrare , allorché 
si conoscono n*— i integrali particolari della medesima nel caso 
di Xz3o , doò che il teorema del 9ig. de la Grange per l'equa- 
zioni differenziali ha luogo ancora peri* equazioni a difierenze 
finite . 

Se i coefficienti A, B^ Cf • . • . N son costanti , V equa- 
zione (a) diventerà 

N-^M^^L-jT .... -^A-p =ro . 

pt pn ptr pi- jpfff 

Facciamo -^^=3*, e sarà -«-rz^r-.-^sniu'» -^s^zsua'u" , ec; on- 



de apparisce» che potremo soddisfare all'equazione precedente 

ponendo u^ ad una costante. a ^ e P^a^ ^ ed a 8.arà data dall'e- 
quazione 

N'^Mo'^La* . . . . -f- Aa rro . 
Trovato il valore di a avremo 

Ai=^A 

ec. 
o sia in altra forma 

Ai=^ — — ^ 

a a» a* ' * ' ' n 

a a^ n— I 

v/l^^—" • • • • 



a 






e l'integrale deHa proposta sarà 
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Se chiamiamo ai , an, eo. gli altri valori di a, e 8uppoa«- 
ghiamo che le quantità Ai ^ jBi ,ec. si cangino in As^, B2 ,ec. , 
o in Aif Bi , ec. , allorché a si cangia in ai o in aa^ ^ ec. 
avremo le n segaenti equazioni 

a"^^(c-HSa*Jir)=^iy-i-Biy-HCiy' ^ATiy^'*"^) 

ai"*^(ci-i-Sai^^)=^ay-i-Bay .... -i-llfaj''*^'' 

aa-^(ca-i^aa*A)=^3y-i.B3y ^MSy^'^'^ 

ec. 
Per eliminare y' ^ y" , ec. da quest'equazioni , alla prima di esse 
aggiungiamo la seconda moltiplicata per k^ la terza moltiplica* 
ta per A;i , ec.» ed avremo 

a (c-f-Sa X)^kai (ci-i-2ai X)'^\a% (c2-4-2aA A')-f-ec. 



^ i-f^^o-fr-^i i43-i-ec. 
e le quantità k^ ki ^ ec. saranno date dall' equazioni 

^i-f-A:^d-f^ i BS-4-ec.=:o 

Ci-«-£Ca-4-A; i C3-4-ec .zzo 

ec. 

Saranno dunque A;, A;i , ec. quantità costanti , e quindi avremo 

*^ m mi ma 

essendo m» mi » ma, ec. quantità costanti . Per determinarle so- 
stituiamo questo valore di y nella prima delle precedenti equa- 
zioni 9 ed avremp 

a""^(o^2g^J:) =fl"^(g-t-2;a^X)/ ^ Bi Ci Di \ 

I ^i • I ""TT ^ , "4" ec. I 

-H 1 — (--H I-I (— .-!-—. -I l-i-ec. 

ma m\a^ af m\a^ a^ af 



ai (ci-i-Sai X\i . Bi Ci \ 

' — ' — f-4i-i -f- — r-+-ec.| 

mi \ ai ai' / 



BiX Cu X X\ 

miai Aii\ax* aif 
-^ec. 
Siccome questa equazione dev'essere identica I converrà che sia 

rAAi^ -H — -*- — -Hec. ìm, e gli altri termini devono da 

m\ a a^ a^ / 

Tom. IL 35 
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JBr Ci 
loro steasi svanire . Sarà dunque nuzAi-^ — -•-— r-^^*> ^ so» 

atituendóyi i valori di ^i , ^i , ec. 

_5 aC òD nN 

a a* a^ n 

a 

È facile il vedere che questo valore di m è il diflerenEiale della 

B C D N 

quantità -<4-»— •+-— H-r-j- .... h- — preso per rapporto ad a e 

a 
moltiplicato per •—2''* ' valori di /ni, ma^ecsi troveranno» 

se si riflette, che m si cangia in i»i, ima^ ec. quando a diventa 
aif az, ec. Dunque, se facciamo 

avremo i valori xespetti vanente di m, mi, ma, ec., se nella 
quantità z-^ ponghlamo «^ ,=—,=—, ec. , ove ^ , ^ , 



— , ec. son le radici dell'equazione Pz=,o . 
«a 

]8a. 

Il Sig. Euler ha fatta il primo l'importante riflessione, che 
le costanti arbitrarie , te quali son contenute nell'integrale 
dell' equazioni a differenze notte, possono esser funzioni di x 
purché esse sian tali ,che non cangino valore, quando x diven- 
ta x-Hi . Per conoscere, qual'etser debba la forma di queste 
funzioni supponghiamo , che il cerchio TM (Fig. 9) , di cui la 
circonferenza è z=[ , scorrendo sulla retta Aa descriva col punto 
M la Cicloide AMamec. E chiaro che l'applicata PM non 
cangerà valore, quando l'ascissa AP crescerà dell'unità: infatti 
se prendiamo apzzAP^ l'oitlinata/^m» che corrisponde all' ascis* 
sa AjKSzAP-^AaczzAP'^'i , sarà sempre eguale aU' ordinata PM 
corrispondente all'ascissa AP. Oltre la Cicloide se si concepi- 
sce una curva qualunque A^JMTa'm'ec, regolare o irregolare, dì 
cai la porzione A'M*a' corrispondente alla parte Aa dell'asse si 
ripeta similmente per tutta l'estensione dell'asse, anche l'ap* 

{>licata PAf di questa curva avrà la medesima proprietà. Se 
'equazione di questa curva è PM':^p.AP , sostituendovi in 
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luogo di AP il «uo valore io PM diventerà PM'±!9.PM ; e 
quindi ^.Pil/sarà la forma generale di quelle funzioni che non 
variano» quando ^P cresce dell* unità. Ora ò PMzzCT-^MO 

= \'MOy 80 esprfmiamo per p il rapporto della periferia al 

diametro y e chiamando x la retta AT:^ all'arco TAf facilmen- 
te vedremo essere MO:^ — cos.npx. Dunque sarà PM' una fun- 
zione di COS.2/9JP , e questa funzione si manterrà costante quan- 
do AP si cangia in AP^i. Ma poiché APzizx^CO 

=a?— |/(Cilf *— ÌWO*) , quando AP diventa AP-^i , x diven- 
terà x^iy giacché MO non varia. Quindi F<co9.2,px non mu- 
ta valore^ allorché x si cangia in x-hi , e possono perciò essere 
eguali ad una tal funzione le costanti arbitrarie , che hanno luo- 
go nell'integrale dell' equazioni a differenze finite. Nel caso che 
la differenza di x fosse in qualunque modo variabile, dalle cose 
precedenti apparisce , che la forma delle costanti arbitrarie sarà 

J^.C08.2p2l. 

i83. 

Per mostrare qualche uso dell' equazioni a differenze finite 
sia data la serie ricorrente 

a , a', a'\ a!", . . • • y • 
E noto che questa serie é tale, che esiste una equazione lineare 
tra y ed i termini consecutivi y ^ y", ec. della forma 
-<4y-i-jBy-t-Cy"-i-Dy'-Hec.=rJC . Quindi la ricerca del termine 
generale delle serie ricorrenti dipende dalla integrazione di una 
equazione a differenze finite. 

Ma un uso più insigne di questo calcolo consiste nella de- 
terminazione delle funzioni, che son comprese nell'integrale 
dell'equazioni a differenze parziali; il qual'oso é stato nel me- 
desimo tempo osservato dai Sigg. la Place ^ Condorcet^ e Afon- 
ie. Sia data l'equazione PzzAF.Qj ove P é upa funzione di 
X, y, js, ed u4 e Q soh funzioni di at ed y, la qual' equazione 
rappresenta T integrale di una equazione lineare a differenze 
parziali del prim' ardine; e si debba determinare la funzione ar- 
bitraria F*Q in modo» che quando ynzM me^. as=zN, ove M ed 
N rappresentano due funzioni date di x. Snpponffhiamo che 
posto Af in luogo di j y ed iV in luogo di z V equazione 
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PznAF.Q diventi PizziAxF.Qi^ e facendo Qin^ essa si cangi 
in T-rzF.iy e siccome Tè data j avremo così la forma di F.t. Sia 
proposta per esempio l'equazione jEr:jP.(:r'-f^) , che è l'integrale 

dell'equazione (7^) = ( j~)» ® ^ì debba determinare la funzione 

arbitraria in modo, che sia zizx quando y è ^zx^ «ssendo n 
costante. Per mezzo della sostituzione di questi valori la propo- 

sta diventerà x =:F.(a:-f-^') . Facciamo x^x*:^, e sostituendo 

in luogo di X il suo valore "^ ^^^ — xi avremo 

/ * 

i^.^=LZll^Lli — jlll , e quindi F.(:r-Hy) per soddisfare alla 



a» 



condizione precedente dovrà esser della forma 

[~i:fct/(i^4^H-4y )]" 

n 

Adesso data l'equazione P^AF.Q-^Bf.Ry ove P è funzio- 
ne di a7,y, e «, ed u5[, i?, Q, ed R funzioni di x, ed y, si deb- 
bano determinare le due funzioni arbitrarie in lùodoi, che sia 
z:zzN quando jcrM , e zziNi quando yzzMi , essendo M ^ N ^ 
Mi y Ni funzioni di x. Supponghiamo che sostituiti questi va<- 
lori la proposta si cangi nelle due seguenti equazioni 

(a) Pi=AiF.Qi'^Bif.Ri 

(b) P2=:zAfiF.Q%^B%f.R% . . 

Si faccia Ri'^it^ e sostituito il valore di x, che si ricava da que- 
sta supposizione l'equazione (a) diventi 

(e) T=zaF.e^f.t . 

Similmente posto R2zrt , e sostituito il valore di x V equazione 
(£) si cangi in 

Dall'equazioni (e) e (rf) si elimini /.^, e si otterrà 

(e) apiF.e^ai^F.di^^iT-^Ti . 
Ora se ponghiamo Bi^zB^^-ÙS^ sarà questa una equazione a diffe- 
renze finite y ed il di lei integrale ci darà il valore determinato 
della funzione F^ 



\ 
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Sia proposta per esempio l'equazione jB=F.(sr-•-y)-♦^.(4^-y), 
ove si deDbano determinare le funzioni arbitrarie , in modo che 

sia zzdbx quando yizzax^ e zs^x quando yz^hx^ essendo a» 
h, hf i, m eà n costanti. Avremo 

(a) bx^z:iF.{i'^)x^f. ( i^x 



(4) ix zzF.{i'¥'h)x^J{i^h)x ^ 
e quindi facendo nella prima (i— a)a;=^ , e nella seconda 
(i'^)xzzt otterremo 



.m 



(e) -if — =F.tz:u^f.t, 



ed eliminando f.t 



m ..» 



I — a X— A . .m ' . 



. i-i-a 



(!-«)« (I-A)» 



9 



o sia ponendo ^ in luogo di 1 



•(i+a)(i-Wi) ^^^j«. (,_A)''(,H^)'» 

e facendo ii=fK!±^ft=»^A*, <àoè Ater ^(^-^V , 
(i-Hi)(i-A) • . (i-w»)(i-A) 

AB- #—*'__ «{l— O)' 

(i-i-a) (i-4-^) (i— ■A) 

ed integrando 



F.te '^ — ■' 2.r ^ I.«™. 

Ma è facile il vedere , che quando ^:=JJt , essendo JD costan- 
te 9 è 2.< ^ ; dunque avremo 
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Jt ,f^m I ■ ■ I ■ ■ I I ■ » ■ ■ I 1 1 1 II ■ — ■■■"■' ^"^ • 



TroTato il valore di F.tf requaziooe (e) ci darà 

^ i( i-»-A) J y(i>»>fl) t 



■«i«IB^ 



Quindi l'equazione i5=:F.(^«4-y)-4^.(ar— ^) per soddisfare alle 
condizioni precedenti dovrà aver la forma 

_ «(i-aAx-Hy)"-i(,.Hi)"(,r-y)" 
J(i— A) (x-f-y) — ft(i-4-À) (jT— y) 

184. 

Passiamo a dir qualche cosa dell' equazioni a differenze fini- 
te e parziali-* Se z esprime una qualunque funzione di x ed 

y i z esprimerà il valore di questa funzione, allorché x 

varia dell'unità j rimanendo costante, e jK esprimerà il 

valor della funzione , quando x restando costante y varia 
dell'unità; quindi z -^z sarà la differenza parziale 

di z presa per rapporto ad a? , e z t^z sarà la diffe- 

^•J r rr » ,^gy^x X^y 

renza parziale presa per rapporto ad y . Queirequatieni» che com- 
prendono le quantità z , z ^z , z » ec. 

si chiamano equazioni a differenze finite e parziali. Per mostrar 
l'uso di quest'equazioni supponghiamo, che sia data la serie 
seguente 

z « z i&jj •>•••• z ec. 

o, I 1 , 1 a, I 5, T • x^\ 

z^ ^ «^ ^ «^ - «a \ z eo. 

Z^ ^ Z^ «^ j5a Z ce. 

^yj l^y a,3r 3,y ...... x^y 

ec. 
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Se un termine qoalaoqae z di questa serie è costantemen- 

te eguale ad un numero qualunque de' termini precedenti presi 
nella medesima linea di 2 ,0 nelle linee superiori , e molti* 

^ y y 

plicafi ciascuno per una funzione data di x ed y, queste serie si 
chiameranno doppianunte ricorrenii » e la ricerca del termine ge- 
nerale z dipenderà dalla integrasione di una equazione a 

differenze finite e parziali, c<nne la ricerca del termine generale 
delle serie semplicemente ricorrenti dipendeTa dalla integrazio* 
ne deir equazioni ordinarie a differenze finite. Due gran Geome- 
tri i Sigg. de la Place y e de la Grange ti sono con gran succes- 
»o occupati in questo genere d'equazioni, il primo nel Tomo 
VL, e VII. delle Memorie presentate aW Accademia delle Scien-: 
ze di Parigi y il secondo nelle Memorie di Berlino dell'an. 1775. 
Noi daremo una idea de'loro metodi relativamente all'equazio- 
ni del prim' ordine 9 consigliando però i nostri leggitori a cerca- 
re nelle Opere citate ulteriori cognizioni per questo bel ramo di 
Calcolo Integrale , e specialmente per il di lui uso nella Dottri- 
na delle Probabilità . Ma prima consideriamo il caso di alcune 
equazioni a differenze parziali , le quali facilmente n riducono 
a differenze finite ordinarie, qualunque sia il loro ordine. Sia 
data r equazione 

ove le X ed j variano egualmente ia ciadcun termine , ed i coef- 
ficienti Af B, . . . . Nt e T son funzióni di x ed y. In luogo di 
queste variabili introduciamone altre due u e t ìb modo, .che sia 
«=»-0r, e ter; ««rà *^ .y.=gt^ , , *^_, y_,=y^^ ,_, . 

ec. , e l'equazione data prenderà la 



jj— a > j— a^ II, ti— a 

forma 

ove i coefficienti Ai ^.Bi .... iV| , e Ti son funzioni di », e 
t . SuppongKiamo u costante, e T integrale di questa equazione 
a differenze finite ordinarie diventerà quello della proposta, se 
in luogo delle n costanti alrbitrarie vi porremo altrettante funzio- 
ni di 1/, cioè di X— y. 

Data per esempio l'equazione z ^^^^^i^ ==<^9 
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eBsa dircnterà /? -é«-r(/— z*)/? s=o; e siocooia (179) l'in- 

tegrale di questa nella ipòtesi di u costante è 
p =:c.i.a.3 • • . . f(ii— i).(a— a) • • . . (a^t) » l'integrale della 

proposta sarà 

'a?, y~''^'* • • • * ar(j?— y— i)a>-y— a) . . . {^y)F.{x^ . 

Oeneralmente se i coefficienti di questa equazione saranno 
funzioni di ambedue le variabili x ed y, l'integrale di essa di- 
penderà dalla integrazione di una equazione a differenze ordina- 
rie con i coefficienti variabili » e dipenderà dalla integrazione di 
una equazione ordinaria con i coefficienti costanti , se i coeffi- 
cienti della proposta saranno funzioni dì x^^y . 

La forma generale dell' equazioni lineari a differenze finite 

e parziali del prim' ordine è la seguente 

z zzaz H-iz .-<-^> 

x-^i^y x^y x^y-^i 

ove a^b^ eT sono funzioni di x ed y . Il Sig. de la Grange in- 
segna ad integrare questa equazione nel caso di a e i costanti , 

e 7^0 col seguente metodo. Si ponga z :=« p^ , ove siano 

* e ^ quantità costanti, e sostituito questo valore avrassi 

«zzoH-i^ 9 e quindi z =(a-h£^)^.^*'^ » e svolgendo in serie 

la quantità (a^fi) 

x,y ^ "^ a '^ ^ * 

e questo sarà un valore particolare di js , in cui la costante 

/? può esser qualunque. Per dedurne l'integrale completo si os- 
servi» che, siccome il valore trovato di z soddisfa alla prò- 

posta, la sostituzione di questo valete* deve renderla identica , e 
quindi perchè ^ può esser qualunque , se dopo questa sostitu- 
zione porremo tutti i termini della equazione da una parte , sva* 
niranno i coefficienti dello simili potènze di /? • Se adesso i coef- 
ficienti del valore di z restando i medesimi , in luogo di ^^ 
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porremo una qnalanqae fanzione arbitraria di y , in modo che sia 

e sostituiremo questo valore nella proposta, svaniranno dopo 
questa sostituzione i coefficienti delle simili funzioni, come pri-* 
ma svanivano quelli delle simili potenze di ^, poiché sono in 
un caso e nelFaltro i medesimi. Perciò anche questo nuovo va- 
lore di z soddisfa alla proposta, perchè la rende identica , 

e a motivo delia funzione arbitraria F.y ne è l'integrale com- 
pleto • 

Ma a questo integrale si può dare una forma assai più sem- 
plice . Ripigliamo l' equazione cicza-^é^ , e ponendo b^zZf"^ 

avremo a=— a(y— i), e quindi a zz^^^ (y— i)*.^^ , U 

x,y ^ ^ 

qual' equazione si può porre sotto la forma 

che in luogo di y si può porre una funzione qualunque di y ; 
onde l'integrale completo della proposta sarà così espresso 

Ma per dare un'idea degli artifizj, che sogliono usarsi ìa 
queste ricerche, consideriamo l'equazione 

z zzaz '^-bz '^krcz , 

x,y a:— i,y ar,y— I ar— J,y— i' 

ove i coefficienti sono costanti . Si ponga z =a jf^, e sosti- 
tuito questo valore avrassi a§'zia§'¥har^c ; onde si ricaverà 

fc: • , e z :=» ( 1 . Si riduca la quantità 

r a— ^ » x,y Va— a/ ^ 

l \ in una serie discendente ed ordinata per le potenze di 

a, in modo che sia della forma A^^AioT' ^^A^eT' -♦>ec. ; e 
si otterrà 

Tom. II. 36 
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z zzAa -ir Aia -^Aza -i-cc. 

« ponendo in luogo di a una funzione arbitraria di X, 
z zizAF.X'^A iF.{x^'i)'^Aa,F.{x'^2)-hec. 

Per applicare questa teorìa allfr serie si osservi » che posta 

yzxo abbiamo A:s:i 9 j4i3zo, ^2r=o» ec; , e quindi z ^iF.x , 
•^ * *p , o 

e perciò la ìTunziòne arbitraria Fx è ciò che diventa la quanti^ 
tà 1; , quando vi si pone y:iDO . Avremo pertanto 

j?,y x,o af— 1,0 jr««*a,o 

cioè per conoscere il valore di z converrà che sifi data tutta 

la, prima linea orizontale 4^11^ serie. Se invece di porre 

z zza p-^ avessimo supposto z zza p-^ avremmo otte-* 

nuto l'integrale sotto un'altra forma » e la funzione arbitraria sa- 
rebbe stata eguale al valore di z quatido .yzii , e questa 

forma converrà adoprare, quando è data la seconda linea orizon- 
tale della serie, e così in seguito. Ma se son date le linee verti- 
cali» ìa tal casainmoe dì svolere la quantità jS^ tornerà me» 

li" se 

glio di ridurre in serie il.yalqre di a ^ perchè la funzione arbi- 
traria dipenderà allora dal valore di z ' quando azzo, cioò 

^9 y 

dalla prima linea verticale della sèrie'. < 

oia data per esenrpio la serie . >. -i > . • > 

1,1, I , 1,1^1^ ec. 

O, I,2,3,4>^» ^c* 

.0 , o , j- ,|3 , .6'^'ro^ eci 
ò y b , o 9 I , 4 9 1 <^ ^ ^c* 

OyOyO^OylyS, CC. 

,ec. - 
ove la prima linea orizzontale è tiytta formata di unita,' e la pri- 
ma linea verticale eccettuato il primo termine che è =ri è tutta 
composta dì sero, e ciascuno degU altri termini è eguale alia 
somma del precedente nella medesima linea, e di quello che 
sovrasta al precedente nella linea superiore; e si debba trovare 
il termine generale di questa serie . Avremo Tequazioiìa 
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% =2P -H5 , e facendo z zza^P otter^ 

temo pzz , e /?-^=a -^-f^ -^ -h-^-2 ^a -^ -nec; e 

quindi 



, o"*^ or— y— I , 



jr(r-i-i) 



« -HCC. 



*>.y jc-^,o -^ or— y— i,o a or— r^A,c 
Siccome tutti i termini della prima linea verticale « eccettuato 
il primOy sono =ro, se nella formula trovata facciamo :9Czo^ 
avremo 

O. y — y, O -^ — y**.l , O k *— y— i, o 

qualunque numero idteto positivo si prdiidà per y,'t» quindi fa-* 
ciiinente si vedrà essere z sao, z obd .e in ij^n^hile 

5 =so, qualunque Qumero positivo si prenda per $ , Ma 



per ipotesi « è 2;i ^ quando, i i^ Mva o un numeèo qua* 

lunque intero positivo; dunque avreiHo il termine' ^«Mialt ri« 
chiesto ) • i • 



o più semplicemente sommando q.u.fi;sta serie-., 

Se invece di prendere il valore di § prelldiliniio quello di 

•1 ' .•' '. ' ; ."'•*. 
arsi-f-TT, avremo 

«li, 

a =iH-:rp -f--^ ^p -♦• -^ p -fr-ec. 

e quindi 



Facendo «=o. avreqa,^ z^ p.F.yt , <?, pwt;^.^, j 



il/1 il fj 



^'7 ^'.y o,y— 1 jA o,y— a 

Allessò:, se pnngliiamo ytno \>tlet/^^o • • ♦' " 
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qualunque nnmero positivo si prenda per x. M& 
z :=2r ":=i; dunque 

H z^ .^-«-i ii— — ij» o-f-ec.mo» e perciò 

o, — I a o,— a a.ò o,— 3 ^ 



z 



% =ro,js; =0, e generalmente is =ro • E poiché 

o,— I o,— a » ^ o,— 5 *^ 

per ipotesi '^ • ^ ==0 eccettuato il caso di jzro , in cui 
z =ri« il valore di z sarà eguale al coefficiente di z , 

cioè sarà z =-i r^^ ^3 — ^ i, la qual formula 

equivale. ali- altra trovata di sopra. 

Si osservi, che nell'esempio precedente abbiamo risoluto il 
problema » in cui si cerca il numero delle combinazioni , che si 
possono formare con x quantità prendendo in ciascuna combi- 
nazione un numero y delle medesime. Siano date infatti x quan- 
tità ,a,( bi e, </» ec.u e sia: a t. il numero delle combinazioni » 

' ' X ^y 

cthe «i pMSono fare eoo y di queste quantità , è chiaro che qne-^ 
ste combinazioni comprenderanno tutte quelle, nelle quali en*» 
tra la quantità a, e tutte quelle che non contengono a. Ma il 
numero delle jcom binazioni, nelle quali entra a, è rr^ , 

poiché tolta a rimangono x^i quantità , delle quali se ne pren- 
dono y— 1 ; ed il numero ilellecombmaoipni , cbe non contengo- 
no a., è :S5 ^, . DiinqUe abbiaiho l'equazione 

ìb :s5 -f-«z , ed i valori assunti di e 

x,y a?— i,y— I ar— i,r • «,o» 

i9F sono quei, che convengono al caso delle combinazioni* 

186. 

In questo esempio' forttinatamente i valori, della funzione 
z corrispondenti ad y negativa sono tutti zero, e perciò il 

valore di z riesce finito.'Ma quando 'ciò non èuccede, il va- 

^^y ^ * 

lore di z trovato* col metodo precedente sarà espresso da 

una serie infinita. Per rimediare a quf%to inoont^eoiente il Sìg; 
de la Grange ha immaginato un'altro metodo, i principj del 
quale andiedio espone^do\ Se nejl'.egyazione 1 
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x,y a>-i,j ir,y— I a?— i,y— i 
facciamo x ed ;^:=j , avremo 

^' i,j 0,1.1,0 0,0 

E così pure facendo xrz^ ed j^i> o :r=i ed jzzs^ troreremo 

z ==aje -f-^jz -HC2? 
fl, I 1,1 A,o 1,0 

I,fl 0,A lyl 0,1' 

e fostìtuendovi il calore di ,z ricavato, dall' equazione (i) 

atterremo z e g espressi nella forma seguente 

(2) z ^zaiz -f-ijff -fr-c]£? -4-^iir 
^ ' a, I 0,0 1,0 a, o o, I 

^ ' I, a 0,0 1,0 o, I o, a 

Continuando 1* operazione nella medesima maniera avremo 

2? così espresso 

X, y 

^>J 0,0 1,0 a,o XfQ 

0,1 o,a o,y 

• questa formula ci darà l'integrale della proposta composto di 
un numero finito di termini. 

Per determinare i coefficienti j4^ A^^^ec.^ J}^'), ec. fao- 

eiamo z ^zh^^BP' . ove a e B son costanti, ed avremo 

e tra a e i? avrà Inogo requasione 

• f^z:i€La "" ^'^-hì» /?*^"^ -f-c» "" j?^"" , cioè 
A/?z=a^-4-iaH-c . Se adunque nella equazione (A) ponghiamo in 
luogo di ^ il suo ralore in a, essa diventerà identica, e dal pa- 
ragone de' diversi termini potremo determinare i coefficienti A , 
A^^^ . ec, £^'^, ec, come mostreremo nell'esempio seguente. 

Ripigliamo r equazione z rzz -i-z , ed 

*^ ® ^ x^y X'^i^y x-^i ^y^'i* 

avremo a^zz^'^ì , ed a=i-»--s- . Se in luogo di a sostituiamo il 
suo valore^ l'equazione (A) moltiplicata per |?^ diventerà 
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Paragonando i termini avremo prima jB^^'sri, -B'^"" '==», 

•>(y— a) jr|jcw.i) , 

^^ ^:a f ^ e generalmente 

I . a • . . . i *^ 

ad A^^^ '=ro, -<4^"^'=:i, ed il paragone degli altri ter- 
mini ci darà gli altri valori. Ma -questi pih facilmente si otter- 
ranno nel modo seguente: si differenzi l'equazione (A) per rap- 
porto ad a e ^, ed avrassi 

Ponghiamo io qvi^sta M|aa2Ìooe il valofe precedente di a ^ , 

J[uelli di a(? e di d^ ricavati dftlt* eqaasiooe a^=^-Hi , e tolte le 
iri^zioDi eua prenderà la forma 

—xA — a?^<'J«— «w<»>*« «>^<^«.^"^ 

— yBt')<?— y£i»)(»« — yB^3^V^ 

= _^t')«_a^(a)a. •-(a?-^)^(*"y>a*^ 

H-y/O.. H-(:r-yM^-^)«*"^-^' 

... Bi'>^— afitiii/Ja — yB^^y 
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Siccome qrifsta oqBcsione dev'essere identica , dal paragone del- 
le diverse potenze di a avremo 

ec. 



e quindi >r=^=22^JB<'>, Ai^i:^^=^u4, ^')g ^~^~' ^'>, ec. 



sari 



E poiché abbiamo trovato J(i)r :^^"^'> ' ' ' ^^^-^"^ il. , 

I . a . . . . (/— *) * I . a . . . . (7—1) ' ° 
nera! mente -^^ '=' ^^ — — \ — —, • '• Onde rm- 

1 . a Ir— 

tegrale dell'equazione proposta sarà 
Syj- x^y^o^^ «^-1,0 :A 4>-y-a,o'" a . . . {x^y) 0,0 



^•jTjK «^ —2 Lj^ f ■■ — ' — ^ -^ 

o,y o.j-i a o,3r-a a . 5 . . . (jr— i) 0,1. 

187. 

Il Sig. dò la Place per integrar l'equazione 
a ara z ^'irb z -m? , 

ove a 9 & » e e sono funzioni date di Xj sì serve del meto- 

XXX. 

do seguente. Posto jcri » ed ic=:a T equazione propósta ci dà 

(0 «, — ^ z iZzb z -M? 

^ ' I, j 11 ,;y— I ' I o,y I 



z —a « — ^ 

a,y a a,j— i a J,y a 

Da questa seconda equazione si ricavia 

z —a z zzsk af «hc . 

a,y— I aa,y— a a i,y— i a* 

e quindi 

o sia 

^ ' a,y a a,y*-^i a a,y— a 1 a 0,-y ai a^ 1" 
ove a' y a'' son tali» che la quantità m'-<*a' m^^" ha per 

fattori i7i— a ed m— a . Similmente facendo ;p:z:3 avremo 

I a 



a88 elementi 



3,7 3^3, j—i 3 a,j S, 

e da auesta ricaveremo z^ — ^«z^ 

"1 3,r 3 3,^—1 

a^ 3,y— I 3 3,y— a' a^ 3,y— a 3 3,jr— 3' 

=& b b^z -4-ec. , cioè 
1 a 3 o.y 

^ ' 3,y o 3,y-i 3 3,jr-a 3 3,j-3 i a 5 o,y 
ove sarà /»•— A'a 'w'-^"» 'w— ^'"a^Cw— ^ )(/»—« K'w^-^a) • 

CoDtinaando nella medesima maniera giungeremo finalmente 

all'equasione 

ix) z — ^ z — /» 9 -Ht> z o-~®c.ira . 

^ ' a?,j JT x,y— I JT ar,y— a -'^x a?,y— 3 ^ x^J 

ove sarà A — m A; «-is A; -— ec.=(A;— -a )(^-*a )....(A>— a ). 



Conosciuto II valore dì u potremo nella equazione (x) sup-^ 

porre x costante» e quella diventerà una equazione a differenze 

finite ordinarie con i coefficienti costanti . E siccome a , a » a, ^ 

1 a tj 

ec. son le radici dell'equazione k — m A: — n A: *^c.=:o, 

r integrale della proposta sarà della forma (i8i) 

X ^y X i X 2 XX x^y 

8e adesso sostituiremo questo valore di z nella proposta , 

^>y 

essa dovrà riesci re identica, e dal paragone de'di versi termini 
jicaveremo taot' equazioni , quante sono necessarie per determi- 
nare le funzioni C.C » ec. 

x^ X * 

Rimane a trovare la quantità u : a quest'oggetto si os* 

servi che l'equazione (.r) ci dà 

b z zdb [m z •+-» z ^-f-ec.W-i u , , 

X »-i,y x^ x^i o^-i ,y-i ar-i x-i,y-a ' x j>-i,y' 

e se in questa in luocro di jt , je . » ^c. sostituia» 

mo i loro valori presi dalla proposta avremo 



(m -f-a ) — z (n —a tn )— ee. 

>y""* X'^i x' x,y— a^ jp— »! X x-^k* 

X x^i,y x^ 



*x,y x,y 
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e dal paragone di questa con l'equazione (x) dedurremo 

m ^un -4-A • n zz3i'~ -■«a m , ec.i'dalle aitali eqùa^ 

sioni si potrebbero ricaTare i valori dì m ^ m , ec. , se non 

tornasse meglio di troyarli col metodo precedente; e poi per de^ 

terminare u avremo requasione 

X , y 

u rri u -i-c (i— w ."-'* — ec.) , 

x,y • X a?— i,y x^ ar— i x-^i >^ 



la cruale a motivo di u ^us ci darà (170). 

(j..m — « — ec. 
o,y b sb ,..ò a:-4-i/ 

Questa integrazione suppone, cbe siano dati i valori della 
funzione z quando x=zo» cioè che sia data la prima linea 

verticale della serie . Alcune volte questi valori fonnano una se» 

rie ricorrente , in modo cbe sia 

z -^hz — i» ^— ec.=J 

0,7 o,y— I o,jr— a 

essendo A» i . ec. ed i quantità costanti. In tal caso dall'equa- 
zione 



.=(1 ^^— ec.Vi— — Ve simil- 



z — tf z ^zo z ^«ec* 

i,y 1 i,y— I 1 o.j 

dedorremo quest'altra 

z —a' z —a" z — ec.=& Ì4-c (i— A— i— ec.)^ 

« » 

ove sarà 1— . — — — - 

mente operando come sopra giungeremo in fine all'equaziono 

z =/7t z ^n z .4^c.-4-a 

x^y X Xjjr— I X x,y'-'St x 

m n 

X X 

OTe sarà i jg — ^— ec. 

=('-t-t.-'*)('-t) ('-t) ' ^ "x «''^ ''"*• 

dall'equazione 

u r=fr E^ -HC (i-*m —a — ec.) » 



^ quindi, siccome u 'sd^ sarà 

Tom. //. 37 



^m^' 
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l^^l» ,— /» —ree. 
X 1. % X\ h .b . , . ,h X-4-I/ 

Siano date. pur esempio le due equazioni 
A motivo di £±Q, ^ e ^o avremo u =7P> « quindi 

X X 

z 'zzm z -H/} z -t-ec. , 

x,jy X Xyj'^x X a?,y— a ' 

m n 
e siccome Jb radici deirequa^one i— *-t- *-j^«— ec.=o sono 

1 y a y 3 » . •• . ^TH^i 9 r integrale della proposta sarà 

x^y XX X X ^ ' 

Sostituendo questo valore nella proposta troveremo 



XX . X X ^ ^ -^ 



X ^ ' X 

^ ^''' ^y^''\^ .... ^"^'^a^y 

J7— I X^l iP-l X — I 

e quindi paragonando i termini 

^ ^ ' X ar— I 

^ (a) (2) (*a) 

. 3C =(x^i)C H.3C 

ec. 
Integrando quest'equazioni avremo C rrdii^T C , 



C =:p ; rC , C r:±-! -C , cc^ , ove 

X i.a.. (a: — i) r ' a: i.a...(x — 2) 2 

il segno superiore si deve prendere qu^ando x è pari^ e I* inferio- 
re quando x è disparii. Pertanto sarà 
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'x,y . ..^....A _^(^_,) . . . ,d%^,)y 



' • • • • I3&r(^^~'J) • • • 1 Cy 

Le guantità C.C , ec. dipendono dai viatori di z nel 

^ CI "^ JF , o 



-modo seguente: primieranAente è chiaro essere C tSB , poi 

se nel yalore di z ponghiamo yzzo , ed x saccessivaaienfee 

rriy %, i, ec. otterremo 

1,0 O I 

a,0 d O J 2 

OyO a.i o I A 3 

ec. 

I metodi precedenti si applicano all'equasioni degli ordini supe* 
riori, come potrà vedersi nelle Opere ritate. In quel poco, che 
abbiamo detto» abbiamo avuto per oggetto di agevolare la lettu- 
ra di quell'Opere eccellenti. 

CAPITOLO XI. 

Del Calcolo delle Variazioni . 

188. 

XJLbbiamo insegnato nel Calcolo DilFerenziale il metodo per 
determinare i punti di una data curva» ne*quali una funzione 
delle sue coordinate diventa massima o minima . Ma quando si 
cerca tra tutte le curve <j[uella, nella quale una data formula è 
massima o minima^ i prinoipj ordinar] sono insufficienti per ri- 
solvere questo problema. I Geometri del secolo passato hanno 
date alrune regole per riescire in questa ricerca, le quali ridotte 
molto più semplici e più generali sono state dal Si^,Euler es(>o- 
ftein nn Opera particolare, che ha per titolo Methodus inve* 
niendi lineas cutvas maxinù mini/nii^e proprietate gaudentes. 
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Ma l'ultimo compimento a questo ramo di Scienza è stato dato 
dal Sig. de la Grange con l'inTeozionedel Calcolo delle Variti-' 
zìoniy i principi del quale adesso esporremo. 

Data una eurva qualunque CME (Pig. io) riferita alle 
coordinate APmx e Pjlf:=jry se restando fisso il valore dell'asci»- 
sa AP aggiungeremo a ciascuna ordinata PM una porzione in- 
finitamente piccola Mm,, ne nascerà una nuoFa curva cme infi- 
ni umente poco differente dalla data CME^ e le rette Mm si 
chiameranno variazioni d^lle ordinate PM, e la porzione curvi- 
linea CcmeE si dirà variazione dell'area BCMED e per distin- 
guere queste variazioni dai differenziali ordinar] , gli denoteremo 
col segno 9, in modo che dy sarà la variazione di y. La nuova 
curva cme è quella, in cui si cangia la proposta, allorché infini- 
tamente poco si varia la relazione tra le coordinate x ed j. Se 
supporremo, che tutti i Sj, cioè tutte le variazioni delle ordina- 
te abbiano tra loro un certo rapporto , la curva cme sarà deter- 
minata; onde per rappresentare generalmente tutte le curve; 
nelle quali può variarsi la proposta, dovremo riguardare tutti i 
dy come tra loro indipendenti* Abbiamo supposto che varj la 
Sola y, e che la x si ìnantenga costante, ma alcune volte è ne- 
Cipssatio di date'tina variazione anche alla x. Se per esempio 
(Fig. Il) tanto la curva data, che la variata dovranno esser si- 
tuate tra due curve Ce, Ee; in tal caso l'ascissa AB corrispoa- 
dente al primo punto C dovrà avere la variazione Bb , e l'ascissa 
AD corrispondente all'ultimo punto E dovrà avere la variazio- 
ne Dd. Quindi per esprimer generalmente la variazione di una 
curva, noi porremo che tanto la x che la y varino respettiva- 
niente di 9x e Sy^ ed in quei punti, ne' quali o l'ascissa o l'or- 
dinata non dovrà variare, faremo poi o 9a;rz=o, o Syzzo . Da quel- 
lo, che abbiaipo detto, apparisce , che le variazioni sono affitto 
diverse daj differenziali, perchè mediante il differenziale si pas^ 
sa da un punto ad un'altro infinitamente prossimo della mede« 
sima curva, e mediante la variazione si passa da un pupto di 
una curva ad un punto infinitamente prossimo di un'altra qua- 
lunque curva . Nella medesima maniera , data una superficie 
curva tra le coordinate ^, j, 2, avremo la superficie variata, se 
in luogo di a?, y, « porremo respetti va mente x-h^jt, y^y, 
z-hdz • Qeneralmente per aver la variazione di qualunque fun- 
2;ìpne delle variabili x ^y, Zy^c. bisognerà porvi x-^x in luogo 
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di X , y-H^y in Inogo di j, z^ziu luogo di z, ec, e sottrarre da 
questa quantità la funzione proposta . Questa è la medesima re- 
gola , che si usa per trovare i differenziali: quindi il differenziale 
di una funzione si cangerà nella sua vaiiajsipne , se in luogo 
di d Ti si porrà 8 . 

189. 



Sia duzsui'^u^ e sarà 9du:^du''^u; ma per prendere il dif- 
ferenziale di du bisogna porvi u' in luogo di u^ e dalla quantità 
che ne nasce sottrarre 8u : sarà dunque d8u^u''-^uzzdduj cioè 
il differenziale della variazione è eguale alla variazione del dif-* 
ferenziale. Quindi sarà dd^u^uidduzzd^Su y 
dd^u^ddd^uzzd^ddund^bUy ec, cioè il segno della variazione 8 
si potrà porre in qualunque luogo tra i segni del differenziale. 
Se prendiamo la variazione della quantità fV avremo 
8fV=/(V'¥'8V)'-fF=z/8F, cioè la variazione dell'integrale è 
egual^ all'integrale della variazione. 

Ciò posto si debba trovar la variazione di una funzione 

qualunque V delle variabili x, y, z ec. , ^=/>,^=:g, -^=r » 
dz dpi dai e,. 

dV=Mdx^Ndy^ Pdp^ Qdq-^ Rdr-hec. 
-^N idz-^Pidpi-i^^idq ì'^Rìdri'^hec, 
H-ec. 

e sarà la cercata variazione 

8V=zM8x'^N8y^ P8p^ QPq-^ R8r'¥-ec. 

•4-ec. 



ove sarà 



^ ,^%dy ^^ dx8dy' ^Y8dx _^ d8y^^pd8x 
"^^ dx dx^ dx 

» — ;» ^P — dxSdp'^dpSdx d8p'^qd8x 

^"* 3jc"" dx^ "* dx 

m. sjdq ^^ d8g'^rd8x 

dx dx 

•e. 
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ed una simil forma ayranno i valori di dpi , dqif ec. 

190. 

Essendo F* come sopra, se dovremo prender la variasione 
della formula integrale /Firfx, avremo dfVdx^zf9(ydx) 
z=f(dvdV^Vd9x)\ ma fVi^xz^iVix^fdVix , dunque 
9fVdxzzVdx^f(dxdf^^dVÌx) , cioè 

9fVdx= Vdx'^/lV(dxdy'^ydx)^/P{dx8p'^pdx) 

'^/Q(dx8q — ^^9.r)-^ec. 
^^/Nì {dxdz^z9x)'^fPi{dx9p i— ^ i9a7)-4-eo. 

*4-ec. 

Ponghiamo dxdy^^ySxz^otdx , e prendendo dx costante avremo 
dxdp'^pdx^ui9y'^dJfx'^pdxzzd(9y^^pix)rzda 

dx9q'^dq9xz:ui9p — qd9x^<lq9xzzd{Pp^q9x)zZ'^ 

ec. 
e similmente facendo dx9z^^z9xzi^dx troveremo 

dxdpi—dpi9xzsd^ , dx9qi—dqi9xsz—r^, ec., sostituiti i quali 

valori sarà 

9/Fdx=Ffx-i.f(Nadx-fPda^ ^■*-w.) 

•^ec. 
Bla integrando per parti abbiamo 
fPdaczPa^fadP 

/0—-0—^r—dO—0—'^^ faél2. 
^ dx "^^ dx J dx ^*"^rfx dx ^ dx 

/pili— l?f[!f— ^ da d^B^ ^ d^R 
dx^~^ dx* dx* dx dx^ ^ dx^ 

ec. 
e la medesima riduzione si applichi agli altri termini dipenden* 
ti da jE . Dunque otterremo finalmente 
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-4-ec. 

/O— — e ^— 
y^ dx /dx 

-(*-"• )i^ - 

-4-ec. 

Se chiamiamo ^ la quantità, che è sotto il segno integra- 
le^ e ^ Quella che è fuori di questo segno, avremo 
dfVdx:^fV'¥^'-¥-cost, , ove la costante si deve determinare in mo- 
do, che svanisca la variazione al princìpio dell'integrale. Se 
dunque pongbiamo che sia <p^ il valore di <p al principio dell' in- 
tegrale, avremo cost. =— ^S ^ quindi J/T^rfacr/*^-*-^— ^'. Ades- 
so se chiameremo f^" il valore di ^ corrispondente al fine dell'in- 
tegrale, avremo 8/'Frfa:==/^-H^"— ^' . In seguito supporrò che 
siano x\ y\ z'^tc. i valori di a?, y, z, ec« corrispondenti al 
principio dell'integrale, e x" , y"t z" , ec. quelli, che corrispon- 
dono alla fine del medesimo, e generalmente segnerò con un api- 
ce le quantità relative al principio, e con due quelle, che ap- 
partengono alla fine . 

Se la funzione V contenesse le quantità x\ y\ z\ ec. , 
^'%y> ^"> ce. appartenenti al principio e alla fine dell' inte- 

graie, ed i rapporti ^/=p'. ^=q • ec., — =pi\^z=qi\ec., 

àr" dz^' 

j^7=r/>",ec. , j-7-,=yi", ec. , siccome anche queste quantità 

hanno una variazione, 9V conterrà necessariamente de' termini 
di questa foima^»ar'-4-JB?y'H-Cte'-i-ec.H-i??x"H-£Jy'.|.i^aj"-M5C. 
-i-^i^'-^£j^i'-4-ec.-^jDi9/7"-^£i^j''-4-ec. Quindi la quanti- 
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tìi/dTdF conterrà i termini dx'fAdx^dy'fBdx^z'fCdx-^c. 
^x''fOdx'^^ffEdx^7:'fFdX'^c^,'^^AKdx^^pi'fB\dx^fi^. 
'¥-9p'jDìdX'¥^pi*'fEidx^ ec, i quali termini dovranno ag;»iun- 
gersi alla variazione precedente . Onde se cbiamiamo (A) , (B) , 
(C),ec., (D), (jBj, (F), ec, (^i). (ffi), ec. , (Di), (jBi).ec. 
ì valori degl'integrali precedenti yi^rfjc , ec. pregi da xzzx' , 
y:^y\ z=j3',pc. fino ad acrx", y^=^y'\ fs^iz*\ ec. , l'intera va- 
riazione di JVdx sarà espressa dalla formala 

_(Q'-ec.) ^ ^.(^i)a/»'-(Q ' '-ec.) ^ Mfii)ip i '-ec. 
-(il'-ec.)5p7-(«' -ec.)^-ec. 

H.(e'-ec.)g;;H-(i?i)J/»"-«c. 
-♦-ec. 

Sia proposto di cercare, qual'esser debba la relazione tm 
ic^ y y z^ ec. , perchè la quantità fVdx sìa massima o minima; 
converrà porre ìfVdxrizo* Ma questa variazione essendo compo- 
sta del termine y^ , il quale ha rapporto a tutti i valori interme- 
dj di :r, ;y, is, ec. , e di altri termini che si riferiscono ai soli va* 
lori estremi , siccome le variazioni relative a ciascun valore so- 
no indipendenti tra loro, bisogna primieramente che la quanti* 
tà y^ sia =0, poi devono svanire gli altri termini, che appara 
tengono all'estremità dell'integrale. E poiché/^ contiene tut-^ 
ti ■ valori di ^ dall'una all'altra (estremità, i quali valori sono 
tra loro indipendenti, perchè sia f^zzo^ converrà che sia egua- 
le a zero ciascun valóre di ^, cioè dovrà essere Y^30 in tutta 
l'estensione dell'integrale .Ora essendo ^^zo una equazione del* 
la forma ^ia-4-'^2/7-i-ec.r:o, se le quantità a e j9 ec. saranno tra 
loro indipendenti , cioè se non sarà data alcuna relazione tra 
jt, y , « , ec. , dovrà esser separatameute ^1^0, ^a:=o , er. Quin- 
di nel caso del massimo o del minimo avremp per rapporto alla 
variabile y T equazione 
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é ^ ikT àP d»Q d»R 

ed un'altra Bimile equazione per rapporto alle altre variabili , 
eccettuata la x. Di più avremo questa serie dì equazioni deter- 
ninate, le prime delle quali appartengono al principio « e le al* 
tre alla fine dell' integrale , 

(a) [(^hP]ax'-(P'-^^c.Ja'-4.(B)»/.(Pi^ecO/?V(C)««'^^^ 

W («'-ec.)£^HKlli'-ec.)Ì^^c. 

ce. 
(«,) [r'^(l?)Px'V(P''-~S;'-M^c.)a''-hec 

(il) (D.)y'H.(Q"-^C.)~^.=0 

(ci) {R"^c.)^^c.z=o 

ec. 
ove r equazione (a) contiene le variazioni relative al principio 
dell'integrale, l'equazione (b) quelle che appartengono al valor 
prossimo, in cui x^y^z^ ec« sono respetti vamen te eguali ad 
jc'-nrfx', y-Ha^y\ z'-^dz' ^ ec, la terza comprende le variazioni 
che appartengono al valore seguente, ec» e ne abbiamo fatte 
tant' equazioni separate a motivo» che le variazioni di ciascun 
valore sono arbitrarie, e tra loro indipendenti. 

Ma se è data tra le quantità x ^ y ^ z^ ec. una relazione ta* 
le, che sia Adx'¥'Bdy'^CdZ''¥^c.zzo^ mutando la caratteristica 
d in 9 avremo ^J:F-i-BJj-4-Cfe-*-ec.=:o, e quindi 

Ja?i=— -jJy— -j Jz— ec. L'equazione Yia-i»Y2^-4-ec. 

=:*i(Jy— /?Jx)-i-Sf^a(Jz— j!7iJj7)-i-ec.=ro sostituitovi 11 valore di dx 
diventerà 

[(A^BpY^ ì-^Bpi ^a^ec] Jy-4( A-^-Cp i yf%^Cp9 1 n-ec .] Jz-necsTO , 
ed in luogo delTequazioni "^i^ro, e Sf^azro, avremo le seguen-* 
ti (^-Hfl|p)^i-HB/>i^a^ec.=:o. (^-HQ>i)*a^C/?^i-4.ec.=o, ec. 
In generale bisogna ridurre le variazioni 9x^ dy, 9j8, ec. al mi- 
nor numero possibile , e porre poi eguale a zero il coefficiente 
di quelle, che rimangono. 

Tom. IL 38 
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Lo stesso deve dirsi rapporto airequAzioni determinate (a), 
(i), (e), ec. , per mezzo delle quali si deve soddisfare alle coDdi* 
ziofii date. Se per esempio vi è la sola condinone che la canra, 
nella quale fVdx è nn massimo o an minimo, sia terminata tt 
dne curve date, a riserva delle variazioni dsi^, e 9y appartenen- 
ti al primo punto della cnrva , che devono» avere una relazione 
espressa dall'equazione (a)» e delle variazioni 9x'\ 8y" spettan- 
ti al punto estremo della curva, la relazione tra le quali sarà 
data dairequazione (ai), tutte le altre variazioni saranno indi- 
pendenti , ed il coe0iciente di ciascuna dovrà porsi eguale a ze- 
ro. Se la curva cercata dovrà toccare all'estremità le due curve 
date, in tal caso le variazioni ddx\ 9dy' appartf»nenti al secon- 
do punto, e le variazioni ddx'\ 8dy\ che si riferiscono al pe- 
nultimo punto, devono esser tra loro legate respettiva mente per 
mezzo dell'equazioni (&) e (ii), e le altre variazioni saranno 
indipendenti • E cosi in seguito • 

Per applicare questa teorìa a qualch'esempio , supponghia- 
mo che si voglia trovare la curva Érachistocrona^ cioè la curva 
della pia breve discesa, nel vuoto. Chiamiamo x la coordinata 
verticale, ed y e e le coordinate orizontali di questa curva ^ e 
posta =:A l'altezza, alla quale è dovuta la celerità iniziale» i 
principj della Meccanica ci daranna la velocità in qualunque 
altro punto =:t/'a|/'(ap-i-A— j/), ed il tempo impiegato a percor- 
rere l'archetto |/(rfx"-HÌy*-w/z*)=rf«|X(i-*-p«-f^i«) sarà 

= fY^\'^ '^' ' , e la quantità che deve diventare un mini- 

mo sarà r^^i'-^P^-^P^^) . Avremo adunque 
^ (/(JC-+-A— a?') ^ 

£ |/(ar-*-A-a;')|/( i.^ « ^^ i ») 

e quindi la curva cercata sarà espressa dalle due equazioni 



|/(x-»-A-af')|/(i*y>»H^i «) — " • [/{x-t-h-x'yii-t^'^j/i*) 



le quali integnte ci danno P — rr . e 

|/^(«-«-A-a?')j/(i-*jp«.iy 1 ») 
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_ , Jl =* . Sarà dunque ZrrffZzif- , e 

|/(x-4-A— x)p/(i-f-^"-4^i*) pi dz b 

hyzza»'¥<^ cioè la projezione della curva cercata nel piano del* 

le j e js sarà una linea retta , e perciò la curva sarà situata in 

un piano verticale. Riferiamo adunque la curva alle coordinate 

07 ed . j prese in questo piano, la prima verticale , e la seconda 

orizontale, ed allora / / ^ .^^ ,: dovrà diventare un mini- 

mo. E se suppongKiamo che h sia una funzione delle coordinate 
x\ y del primo punto, in modo che si abbia àhr^iàx^^^hiày^ 
avremo dV^zMdx^Pdjh^A{hì'^ì)dx'^Ah%iy y ove 

M=>.Jilll£!) , P=____4— , , ed A=M. 

a(j ? ih x*) 
Ciò posto nel caso del minimo dovrà essere 

czz^f^a^x^{hi^i){AyVyx'^^Ji%(A)dy^Pa'^^ 
L'equazione della Brackìstocrona sarà dP:^Of onde integrando 

JL:^ J/ix-Hjp^l ^ ^^ jj nuovo integrata oi darà 

dX j/(a— CF— /M-aP ) 

s-i^Arc.cos.- ■ "" ■ "^ ^ — (/(«^A— ^') (a— a>-AH-j/)-fi , la 

guai' equazione appartiene alla Cicloide descritta sopra una base 
orizontale da un cerchio, che ha il diametro z=a. 

L'equazioni relative al primo e all'ultimo punto della Bra* 
chistocrona sono 

(ai) (r'-Zl)ajp'v4-¥'=o- 

^ ■ V I/a/ |/a -^ 

La quantità {A) è =: alF integrale y^^^/ar preso in tutta T esten- 
sione della curva ; per trovarne il valore si osservi , che 

dV'zzMdX'^PdfCSiAdx'^—^pi onde sarà 
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/4iia?=r-JL.*-cost: , e quindi M)=:J^'-.£^-.r-f- JL. . 

Se adesso sapponghiamo , che la BraohistocroDa debba pas- 
sare per i due punti fissi B e C (Fig. ia) corrispondenti al prin- 
cipio e alla fine della curva, in tal caso le coordinate x' , y, 
X ,y non avranno variazione , cioè sarà 9jp'=3o, 'y^so, 9x"zzo, 
iy^zDo^ e l'equazioni (a) ed (ai) saranno soddisfatte; ma eon- 
verrà determinare le due costanti a e i dell* equazione della 
Cicloide, perche essa passi per i punti B e C. 

Ma se la Brachistocrona dovrà esser situata tra le due cur- 
ve date Bb e Ce (Fig. i3), la prima delle quali abbia per equa- 
zione dy^smdxy e Let seconda dyzzandxy avremo relativamente 
ai punti estremi della curva dy'^zm'9x\ e Jy=n"Ja?", sostitui- 
ti i quali valori T equazioni (a) ed (ai) diventeranno 

W^^-r.)(»,.„.(Z.r)*.^^^-»,.».(r'.^r^> 

(ai) r— ^-4-— =o 
|/^a |/^a 

le quali equazioni determineranno la posizione della Brachisto- 
crona rapporto alle curve date Bb e Ce. 

Se per esempio* la velocità iniziale dovrà esser costante in 

Siialunque punto della curva Bb cominci la Brachistocrona, 
lora sarà 9Asro, e quindi A 1=0, Aa=o, e l'equazione (a) di- 

venterà IP^'— -C. ««..--.=0, la quale combinata con l'equazione 

|/a j/a 

(ai) ci dà nt'ir;»", cioè la tangente J?T condotta alla curva Bb 
nel principio della Brachistocrona dev'esser parallela alla tan- 
gente Ct Condotta alla curva Co nella fine della medesima. 

L'equazione (ai) sostituito il valore di p^'=:ÌlfL- diventa 

'-fr'^n"^zo, e ci avverte che la Cicloide deve incontrare la cur- 

P 

va Ce ad angolo retto. Poiché p" ed n" sono respetti va mente 

le tangenti degli angoli , che la Cicloide e la curva Ce formano 

con la x'\ e quindi la tangente dell'angolo formato dalle due 

curve è ^ ; ma ih-ii"/^"=so , dunque la tangente è infini- 
ta, e l'angolo perciò retto. 
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Se suppODgKiamo che l'altezsa h dovuta alla celerità ini- 
siale sia =x\ avremo Aizzi, h±:^o, e l'equazione (a) ci darà 

F'— -£--H-2L^o, cioè-^-HOT'=o, e r equazione (ai) rimarrà 
[/a l/a p 

la medesima di prima • Quindi la Brachistocrona dovrà in que» 

$to caso incontrare ad angolo rett» le due curve Sb e Ce . 

193. 

Passiamo a cercare la variazione della formula JVdXy in 
cui, oltre le quantità x, y^p^ q^ec.^ K contenga un'altra 
formula integrale yFirfjc, ove sia Vi funzione di ar, J,/^, q ^ec. 
SìadFzzLdJVidx-^K.o^edK^Mdx-^JSdy^Pdp^dq^^c. e 
JF"i=riIf iJx-KÌVi*y-4-PiÌIp-+^i9yH-ec,, e sarà 
9/Fdx=V»X'^/{dxdF'-dVdx) e siccome dF^LVidx-^^K , la 
quantità /(dxoV-^VÒx) diventerà 

J\LdxJ\dx»V\^dVidx)\¥f{dxdK^^K9x) . Ora in luogo di 
/[Ldxf{dx9Vi'^Vi9x)'\ possiamo prendere 
/Lrf^/(rf^^ e se chiamia- 

mo (jL) r integrale yX^j? preso in tutta l'estensione della formu- 
la fVdx y e ponghiamo {JL)'^fLdx:=ni , a motivo di (L) costante 
quei dne termini si ridurranno ^d /m{dxdVi'^Vi9x) : sarà per- 
tanto dJVdxzzVdx-^fmidxdVi-^Viixy^JXdxdK^dKdx) . Ma 
ponendo eady-^pdx abbiamo di sopra txo'fdXo /(dxdK^Kdx) 
cosi espresso 

e similmente troveremo essere fm{dx9Vi'^Vi9x) della forma 

r __ d.mP^ d^.mÒi \ . 

'^^^ TT'^-d^'^)'^'' 

in d mOì \ / r\ \d^ 

-+-(/»Pi— , -f»ec.)<M-(/wQi-^c. K < c o. 

Dunque se facciamo iV-4-iiiiV*i=iV« , P'¥mPi::=iP^ , ec. , 
avremo 

»/rrf«:co»t:*/(iV« - ^ * ^ -ec. W* 



/(' 
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Se anche la formula JVidx conteaetse uà* altra formula 
integrale fVihdx , ove fosae 
*Fa=:ikf2Jj:-4-iVaJj-*-Pa25p-i-Qa8jr-4-ec. , posendo 
SfVi^zLìdfV^dx-tJKi avremo dx9Vi'^Vi9xzzLidx9fV%dx 
'^LìdxV^9x'¥^x8Ki'^Ki9x ; ma 
8fVfidxzzVsLdx-^J\dx9V2i'^V2dx) ; dunque 
dx9Vi--dVi9x=L\dxJ\dx9V2^^r2»x)^^x9Ki-^Ki9x . So- 
stituendo questo valore nella formula 

dfVdxzzV9x^fns{dx9Vi'^Vi9x)^J\dx9K'^K9x) otterremo 
9J Fdx= V9x^/[m L i dxj\dx9 Fa— rf raJa?)] 
'^fm{dx9Kì^^Ki9x)'^J\dx9K'^K9x)^ ove ponendo che l'in- 
tegrale /itiLi^^p preso in tutta l'estensione sia =:(/nLi), e £&- 
cendo (mL i)'^/mLidx^jni potremo porre il termine 
f\mL\dxJ\dx9V2t^^V%9x)'\ sotto la (ormei /mi{dx9Va,^^V^x) * 
Quindi ponendo iV-4-OTÌVj-4-«iiiVa=z2V" , 
P-i-wiPi-H»iPa=ijP" , ec, avremo 

>yrjx=cost:^/(iV"-^^H.^ 

194. 

Un problema generale , che comprende tutti i precedenti , 
è questo: trovare la variazione di una quantità qualunque o » al- 
lorché è data da una equazione differenziale ^=0 itti x , y , 

do doì n 1 

/?, q, ec. , "dZ^^^^^* "7 — i=«a,ec. Ponendo 

Sp:=:A9o^B9oi'^C9o%'^^.c.'4'9I9x'^N9y^P9p^Q9q^^^c. , ed 
«=Jjr-^:p, jRr99«-#)ftp avremo 

dx9y:syx,dx'^y9x , dx9fr^dn 1 dp9x , dx9q^z ~- '^q9x , ec. , 

e similmente dx9o'^^dx'^99x ^ dx9oi^sdit-^9i9x , 

dx9o2^Z'-^ -H^oa9a7, ec. ; onde otterremo 

dx9((^o::zAxdx^Bdx'^ --— ♦-ec.-i-JVarfx-4-Prfa-i-ec. 

-f-(>^/f0-^Sé/o iH-ec.-4-iKrQtr-4-iV<fy*4-ec.)9jr , 
e^ poiché AdéH'BdtfX'i'^c.'i-MdX'^^^Q.zzdfzso » conseguiremo 
l'equazione 
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jéjtdx^-Bds-*-C--T- -t-ec.-t-Nadx-hPdaf-t-Q—r- -4-ec.S20 . 

Qaesta moltiplieata per "9 ed integrata ci darà 

/friJxdx-^BdnH^! — -Hec.H-AWar-i.Prfa-<-cc.)=:co8t: , 

la quale mediante l'integiaaiane per parti 4Ì potrà ridurre alla 
forma 

-f-Pio-J-Q: 



dx dx^ 

ove sarà 

Aì:=zA'Ì ; 1 : — ec, NizzN^ r— -h— r^^ — nec. 



dx dx^ ' dx dx^ 

Bt=Rf T — -f-ec. PizzFV y^ — nec, 

dx dx 

Ci=C*— ec. Qj=Q*— ec. 

ec. e.c» 

Adesso siccome possiamo prendere ^ ad arbitrio , &cciamo 

Ai:=x>f e dovremo determinar "9 dall'equazione 

.^ dB^ d^ C^ 

AV^ j "*" ^ c eso • 

dx dx* 

Quindi segnando con un'apice le quantità relative al principio » 
e con due quelle che appartengono alla fine di d^, avremo 

Bi'W^^i^^dx^^^r^^^^^ 

==-/iViarf^-4.BiV«— «^i'*^VCi'^-hec.^PiVH-ec. 

L'inti^grale dell'equazione ^irro conterrà tante costanti arbitra- 
rie , quante sono le quantità A, B ^C, ec, meno una» le quali 
costanti potremo determinare in modo» che svaniscano le quan* 
tità Ci^' ,. Di" ec. , e fatto ciò avremo 

-».fil'(ao'-Ol'Jx')H^l ' g.-HeC.-HPl V-MJO. 

Nel caso del massimo o del minimo sarà 90"=so» e quindi avre- 
mo primieramente JVi=o, la qual' equazione ci darà la curva 
eercata, bllorehè vi sarà posto il valore di Y ricavato dall' equar 
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sione ^irzo; poi aTremo altr'eqaasìont appartenenti al princi- 
pio e alla fine della curva . Questo metodo suppone TintegraBÌo- 
ne dell' equasione Aizso^ che per lo più non sì saprà* esei^uire^ 
' ina si può anche fardi meno dì questa integrazione, poiché ba* 
^ta che si elimini ^ dalle due equasioni yf i=:o, ed iVi=o, e 
l'equazione, che risulta dalla eliminazione, sarà quella della 
cur?a cercata. Neil* integrare però quest'ultima equazione biso* 
gna ricordarsi di prender le costanti in modo, che ne risulti 
Ci"=o, Di"=o,ec. 

Si debba per esempio trovar la variazione di fFiJx , ove V 
è data dall'equazione dF^KdxzDO^ essendo K funzione di x , 
y , /? , ^, ec. ed F. Farciamo /Fi/a?^» , e sarà V^Qi ^ 

* , e quindi f^io^^K ^ e poiché ^ non contiene a, sa- 



— «j , C=:i, i>=o, ec; onde per determinar Y 
avremo 1 equazione «^ ^ " "^ y^a > '* quale integrata a 

dà ^rra-' ^(a-^^fe^^ dx). Se supponghiamo, che If sìa 

il valore Ai fé -^ dx preso in tutta T estensione , avremo 

'^'''=uf^^'^{a^U). Ora abbiamo Ci=Y, JDizro, ec, e perchè 
Ci" sia =0 dovremo fare ^'=o, cioè a-^Ih^o^ ed azzr^hH . 

Pertanto posta fc=-f sarà *=</^''^(fl~/i'"-^'''rfjr), e l'equ*. 

zione del massimo o del mimmo iVy— ,. ■4' c c»s:o,. 

ax ax^ 

ipS. 

Fin qui abbiamo cercato fra tutte le curve qnella, nella 
quale una data formula integrale JVdx diventa massima o mi- 
nima. Alcune volte si cerca questa curva non tra tutte le cur-> 
ve, ma tra quelle soltanto, ndle quali una o più formule inte- 
grali /T^i^o? , fV^dx^ ec. si mantengono costanti . Questo secon- 
do problema si riduce facilmente al primo; infatti se piendendo 
una costante qualunque a cercheremo la curva, nella quale la 
quantità fVdX'^^fVxdx è massitìiia o minima, è chiaro che la 
medesima curva sarà quella, in cui fVdx è massima o minima, 
tra tutte le altre curve, nelle quali fVxdx è costante* 

Si oerchi per esempio tra tutte le curve d^Ua' medesima 
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lunghesBa quella, che nelTà sua rivoluzione intorno all'asse del** 
le X descrive una superficie massima o minima. Sarà 
y</:z|/(i-4-/y') la formula y che si mantien costante, e 
yy^jr|/'(i-h/?') quella, che deve diventar massima o minima. 
Facciamo J/J/j?(y-f-a)l/'(i-*-/>*)=:o, ed avremo per la curva cer^ 

cata r equazione JYd^Ew/P=:o, cioè d^r^(i-^«)-^Jl^lfl£.z=o . 
Questa equazione posto — in luogo di dx diyenta 



— — (g-HYÌrf. . " :=o, e facendo — --J- ==uab- 

biamo (i-w»)rfy-tt(a-4-y)rficzo, ed integrando (a-f-y)l/(i-w*)=>, 
cioè a-Hr=il/^(i-4-p"). onde si ricava dx:^ — -^ .« 

ed af=c-HÌlog.[a-i-y-Hj/((fl-f-y) ■—*•)]. 

Come nel metodo ordinario de' massimi e de' minimi, così 

nel Calcolo delle Variazioni è necessario di aver qualche regola 

er distinguere quando ha luogo il massimo , quando il minimo • 

a siecome questa ricerca ci porterebbe troppo in lungo, noi ri«* 

metteremo i nostri leggitori, ad una Memoria del Sig. le Gendre 

su questo soggetto nella Storia delt AccadenUa deUe Scienze di 

Parigi dell'anno 1786. 



e 
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